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§ I- 

DES SYSTÈMES D'ÉQUÀTIOliS DIFFÉRENTIELLES SIMULTANÉES EN GÉNÉRAL 

932. Étant données n équations finies entre /i-f-i variables et 
n constantes arbitraires, si, entre ces n équations et les n autres 
équations qui résultent de leur difTérentiation immédiate, on éli- 
mine les n constantes arbitraires, on obtiendra n relations entre 
les 72 4- I variables et les n dérivées de n quelconques d'entre elles, 
prises par rapport à la [n H- i)'^"®, que Ton considère comme la 
variable indépendante. 

Ces n équations difierentielles simultanées seront équivalentes 
aux équations primitives proposées. En effet, les équations pro- 
posées peuvent être supposées résolues par rapport aux n con- 

H. — Cours de Cale, in fin., III. 1 
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stantes, et mises sous la forme 

En différentiant ces dernières relations, on obtient les équations 

rfU| = o, dl]2 = o, . . . , (lUfi = o, 

équivalentes, d'une part, aux équations différentielles qui résultent 
de l'élimination de C|, C>, • . . , C,,, et, d'autre part, aux équations 
proposées, qu'on en déduit immédiatement par l'intégration. 

Il faut toutefois faire ici des réserves analogues à celles que nous 
avons faites pour les équations à deux variables, relativement aux 
facteurs étrangers et aux solutions singulières proprement dites. 

933. Si les n équations proposées renfermaient plus de n con- 
stantes, soit 72 -f- A", il faudrait alors, pour pouvoir faire l'élimina- 
tion de toutes ces constantes, différentier plus d'une fois une ou 
plusieurs des équations, de manière que le nombre total des diffé- 
rentiations effectuées fût égal au nombre n -i-k des constantes. Il 
en résulterait ainsi 2 /i -+- A équations, entre lesquelles on élimine- 
rait les n-\-k constantes, et l'on obtiendrait par là n équations 
simultanées, dont quelques-unes au moins seraient d'un ordre su- 
périeur au premier par rapport à certaines variables. 

On voit que des mêmes équations finies on peut tirer plusieurs 
systèmes équivalents d'équations différentielles. Chacun des sys- 
tèmes ainsi obtenus sera dit un système d'ordre n -f- /r, parce qu'il 
équivaut à un système d'équations finies renfermant /i -h A' con- 
stantes arbitraires. 

934. Réciproquement, étant donné un système d'équations diffé- 
rentielles simultanées, ce système correspondra à un certain sys- 
tème d* équations intégrales. On peut le faire voir soit en mon- 
trant qu'un système d'équations différentielles simultanées peut se 
ramener à une seule équation différentielle combinée avec des 
équations finies, soit en ramenant ce même système à un système 
d'équations différentielles simultanées du premier ordre. 

Soient, par exemple, les deux équations 
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entre les variables f , x, y et les dérivées des divers ordres de x et 
dej^ par rapport à t, pris comme variable indépendante. En dlf- 
férentiant la première de ces équations y fois, la seconde n fois, 
on obtiendra en tout 72 -f- v 4- 2 équations, entre lesquelles on 
pourra éliminer j^ et ses /z-l-v premières dérivées. 11 en résultera 
une équation différentielle entre x et f, dont l'ordre M sera égal 
au plus grand des deux nombres m + v, n -I- fx. De cette équation 
on tirera, par l'intégration, x exprimé en fonction de t et de M 
constantes arbitraires, et, en éliminant, entre cette équation inté- 
grale et les 71 -f- V -f- I autres équations, x et les /i H- v dérivées 
dej)^, il restera une relation entre j", t et les mômes M constantes 
arbitraires. 

L'ordre de l'équation finale et par suite aussi le nombre des 
constantes arbitraires qui entrent dans les équations intégrales 
peuvent s'abaisser lorsque, pour l'élimination de j^ et de ses déri- 
vées, on n'a pas besoin de différentier les équations un aussi grand 
nombre de fois et d'employer toutes Jes « -f- v -f- 2 équations pré* 
cédentes. 

Généralement, étant données h équations différentielles simul- 
tanées entre A: -i- i variables, on éliminera d'abord une des variables 
dépendantes entre les h équations, prises deux à deux, ce qui 
ramènera à un système de A" — i équations entre A* variables. On 
ramènera de même ce système à un système de A — 2 équations 
entre A — i variables, et ainsi de suite. 

935. On peut, au contraire, en introduisant de nouvelles 
variables, ramener tout système d'équations différentielles simul- 
tanées d'ordre quelconque à un système d'équations différentielles 
simultanées du premier ordre. 

Soit, par exemple, l'équation unique du troisième ordre 

on pourra la remplacer par les trois équations du premier ordre 
De même, si dans les équations (i) du numéro précédenl on 

« 

I. 
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suppose 



m^u. v^/i, 



= i~l 



c'est-à-dire si chacune des équations proposées contient la plus 
haute dérivée de quelqu'une des variables, savoir, ici, la première 
équation la plus haute dérivée de x, la seconde équation la plus 
haute dérivée de y, alors on pourra remplacer ces équations par 
les m -{- V équations du premier ordre 

dx , d.r' „ r/.r('"~») , , 

dt~~ ' dt —"^ ' "••• dt - 

/k.r, ...,.,(—1), ___, r, ...,j("M =o, 
dy , dV „ dyi'-^) 

di ""-^ ' dt ~^ ' •'•' dt -'■ ' 

Ainsi, le cas des équations simultanées du premier ordre embrasse 
le cas le plus général des équations diflférentielles à une seule 
variable indépendante. 

Le nombre des équations du premier ordre, telles qu'on puisse 
les résoudre par rapport à un pareil nombre de dérivées des 
diverses variables dépendantes, est égal au nombre des constantes 
arbitraires du système des intégrales, ou à l'ordre de l'équation 
différentielle unique à laquelle le système est réductible. Ce nombre 
s'appelle Vordre du sjstcine, 

936. Pour que les équations différentielles du premier ordre 
soient résolubles par rapport à toutes les dérivées, il faut et il suffit 
que chacune des équations d'ordre quelconque du système proposé 
renferme la plus haute dérivée de quelqu'une des variables dépen- 
dantes, et que, si elle renferme plusieurs de ces plus hautes déri- 
vées, celles-ci ne se trouvent pars engagées sous une même fonction 
dans toutes celles des équations qui les renferment. 

Si cette condition n'est pas remplie, l'introduction de nouvelles 
variables changera quelques-unes des équations et même quel- 
ques-unes de leurs différentielles en équations finies, et à l'aide de 
celles-ci on pourra éliminer algébriquement quelques-unes des 
variables auxiliaires, ce qui diminuera le nombre des équations 
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différentielles du premier ordre et abaissera ainsi Tordre du 
système. 

Supposons, par exemple, que, dans les équations (i), on ait 

En différentiant deux fois la seconde équation 

on en tirera deux équations qui contiendront -tt» "TT' ^^ 1"' 
feront connaître ces deux dérivées, exprimées au moyen de 

fi^x eîy d^y d^ y 



• » •r, • • • 9 .L • y y ,~ y 



dt^ * ' ilt dt* €lt^ 

En substituant ces expressions dans Téquation y*= o , celle-ci 
prendra la forme 

/ d-^x d\y\ __ 

Si Ton pose maintenant 

dx , dx' ^, dx" ^ di'^ r/.r'^ d.i^ 

iU lit ' €U ' iit ' ^// ' r/r 

dv , fiy ,, 

le système se réduira à ces huit équations, jointes aux deux sui- 
vantes : 

/, ( /, x,x, . . ., .r^', -^, ) , y, y , -^ j = o, 

y \t, .r, x\ x\ V, j', j", ^ j rz: O, 

et l'on aura ainsi dix équations du premier ordre, d'où l'on pourra 
tirer les expressions des dérivées par rapport à t des dix variables 
dépendantes x, x', . . ., x^^^J^yy^"' L'ordre du système est donc 
égal à 10, c'est-à-dire au plus grand des deux nombres //t-t-v, 
// -f- a, comme on l'aurait trouvé par la méthode du n** 934, 

937. Puisque le cas des équations différentielles simultanées du 
premier ordre comprend le cas le plus général d'un système d'équa- 
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lions diflerentlelles à une seule variable indépendante, occupons- 
nous plus particulièrement de ces équations. 

Supposons, par exemple, que Ton donne deux équations entre 

les quantités 

(Iv âz 

'• y' '' t.' T.' 

et que ces équations soient telles que Ton puisse en tirer les va- 
leurs de chacune des deux dérivées -f- » --» en fonction de x, i', z. 

dx ax ^ 

Si Ton représente ces deux valeurs par ^ ' y ' <^^^cune des quan- 

tités X, Y, Z étant généralement une fonction de x^y^ z, on 
pourra mettre alors les équations proposées sous la forme 

dx dv dz 

x~ Y ~ z' 

En appliquant à ces équations les mêmes considérations qu^au 
n° 790, on verra facilement qu'elles peuvent servir à construire, 
sur les plans des xy et des xz^ deux polygones infinitésimaux, qui 
auront pour limites deux courbes planes, passant chacune par un 
point arbitraire de son plan. Soient j^oî^o les valeurs arbitraires 
(lej^, z, correspondantes à la valeur donnée Xo de x. Par chacun 
(les points (^ojJKo)» {xqj Zq)', on mènera des droites ayant pour 
coefficients angulaires respectifs les quantités 






Soient j'i, z^ les ordonnées des points de ces droites qui corres- 
pondent à l'abscisse Xt =XQ-^dxo' En substituant les valeurs Xi, 
7'i, Zi dans X, Y, Z, on aura de nouveaux coefficients angulaires 






qui détermineront de nouvelles droites passant par les points 
{Xifj'i), {Xi, Zf). En continuant ainsi, on obtiendra deux poly- 
gones infinitésimaux, qui auront pour limites deux courbes dont 
les ordonnées y et z satisferont aux équations différentielles 
données, et dont les équations renfermeront deux constantes arbi- 
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traîresj^'o? ^07 que l'on pourra remplacer par deux autres con- 
stantes arbitraires, liées avec celles-là d'une manière quelconque. 

On peut considérer les points {x^j)y {jo^ z) des deux plans 
des xy et des xz comme les projections d'un même point (x^y, z) 
de l'espace, et alors les deux courbes en question seront les pro- 
jections d'une même courbe à double courbure, qui sera complè- 
tement déterminée par les équations différentielles dès que l'on 
connaîtra un point de l'espace par lequel elle doive passer, ou deux 
autres conditions quelconques équivalentes à celle-là. On verrait, 
comme dans le cas d'une seule équation entre deux variables, que 
toute courbe dont les équations contiennent deux constantes arbi- 
traires distinctes, et qui satisfait à l'ensemble des deux équations 
différentielles, quelles que soient les valeurs de ces constantes, ne 
peut'que coïncider avec celle que nous avons déterminée, dès que 
l'on choisit les constantes de telle manière que, pour x = Xo^ on 
ait j=zjq^ z = Zq. 

On reconnaît ainsi qu'un système de deux équations renfer- 
mant deux constantes arbitraires, et satisfaisant aux équations 
différentielles, quelles que soient les valeurs de ces constantes, 
représente le système des intégrales générales de ces équations 
différentielles, lorsque, pour une valeur quelconque x=^Xq^ on 
peut, en disposant des constantes, faire prendre à ^ et à ^ des va- 
leurs arbitraires quelconques, ou, ce qui revient au même, lors- 
qu'on peut faire passer par un point arbitraire de l'espace la courbe 
représentée par ces équations. 

938. De même, étant donné un nombre quelconque n d'équa- 
tions différentielles du premier ordre entre les « -h i variables t, x, 
j\ Zj . . . , si l'on peut résoudre ces équations par rapport à chacun 
des rapports différentiels 

dx dy dz 
dt dt dt 

on pourra, au moyen des n équations, mises sous la forme 
. . dt dx dy 

construire des courbes représentant chacune des fonctions incon- 
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nues x^y, ... de la variable t, et passant par des points arbitraires 
du plan. Les équations de ces n courbes dépendent des n valeurs 
arbitraires que prennent les n inconnues x^j^ ... pour une va- 
leur donnée f = /o de la variable indépendante, c^est-à-dire qu'elles 
renferment un nombre n de constantes arbitraires égal au nombre 
des fonctions inconnues ou à celui des équations. 

939. Ce que nous venons de dire suppose essentiellement que 
les n équations données soient résolubles par rapport aux n dé- 
rivées des n variables prises relativement à la (/i -h i)**"'^, c'est- 
à-dire qu'on puisse mettre ces équations sous la forme (i). Alors 
l'ordre du système est égal au nombre n des équations. S'il n'en 
était pas ainsi, l'ordre du système serait moindre que n. 

Supposons, par exemple, dans le cas de deux équations enti*e 

trois variables, que les dérivées -— > -^ n'entrent dans ces équa- 

' ^ Ht dt ^ 

lions que renfermées dans une même fonction 






En éliminant cette fonction cp entre les deux équations, il restera 
une équation finie entre f, or, j', dont la différenliation fera con- 

tÎY (IX 

naître -r- en fonction de t. x. r^ -- • Si l'on substitue cette valeur 
dt ^ ^ '^ dt 

dans l'une des équations proposées, le système donné se trouvera 
remplacé par deux équations de la forme 

Si l'on élimine maintenant j^ entre ces dernières, on aura une équa- 

dx , . 

tion différentielle entre t. x. -^» d'où Ton tirera x en fonction de t 

dt 

et d'une constante arbitraire C. Par suite, l'équation finie y= o 
donnera j en fonction de t et de la même constante. Le système 
donné ne sera donc que du premier ordre. 

dy 
Exemple. — En éliminant -j- entre les équations 

{Lr dr d.r dy 

+ _i_ ^_ ^ — O, / _ - 4- / - .. _4_ ^ _ ^ï _- o, 
dt dt dt dt 
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— disparaît en même temps, et il vient 

2f* — j: = o. 

Si l'on substitue pour dx sa valeur é^tdt dans la première équa- 
tion, celle-ci devient 

; -t-Sz — o, d'où >==€ f*. 

Les équations intégrales ne contiennent donc qu'une seule con- 
stante arbitraire, parce que -7- et -^ n'entraient dans les équations 

différentielles que par la fonction 



dt dt 



940. On peut, au moyen des équations différentielles, mises 
sous la forme 

dx , , dv 

obtenir le développement des fonctions inconnues x. j^ ... en 
séries ordonnées suivant les puissances de l'accroissement t — £0 
de la variable indépendante. En effet, par des différentiations et 
des éliminations successives, on tirera, comme aux n°* 792 et 800, 
des équations (2) les valeurs de toutes les dérivées d'ordres su- 
périeurs 

d^x d^x d*y d^ r 

• • ...» • ■ ■ — « • • • * 

di^ dt* dt* dt* 

exprimées au moyen des variables t, x, j, .... 

Cela posé, soient Xo, J o> • • • les valeurs arbitraires de x^ j, . . . 
pour f = fo* Des équations (2) et de celles que nous venons d'en 
déduire on tirera les valeurs des dérivées 

€tx d-x dv d^Y 

de dt^ dt dt^ 

en fonction de îq et des constantes arbitraires oto, j)'o> • • • •» et Ton 
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aura ainsi les valeurs des coefficients des développements 

{dr\ t-i„ ^ (d\Y\ [t-t,Y 

{ -T- 1 * ( -7-r 1 » • • • étant les valeurs de -4-> -rr > • ■ • pour t = to- 
\dt]^ \dt* Jf, dt dt* ^ 

Remarque. — Il semble, au premier abord, que ces valeurs des 
n inconnues Xjjj . . . renferment « + i constantes arbitraires, en 
y comprenant fo* Mais on observera, comme nous Tavons déjà fait 
dans un cas analogue [808], que, les deux systèmes de valeurs t, x, 
r> ... et fo, OTo, Jqj . . . devant entrer symétriquement dans les 
équations intégrales, il en résulte que ces équations sont d'une 
forme particulière, en vertu de laquelle les w -f- 1 constantes équi- 
valent seulement à n arbitraires distinctes. 



§ n. 

PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 

SIMULTANÉES LINÉAIRES. 



941 . On appelle équations différentielles linéaires celles dans 

Tt 



dx 

lesquelles les fonctions inconnues x^jy ... et leurs dérivées —5 



ily d X 

"T* ■ • * ' "TT' ' • ' P*'^ rapport à la variable indépendante t n'entrent 

qu'au premier degré et sans être multipliées entre elles . Nous 
allons étudier les propriétés générales des équations différentielles 
linéaires, lesquelles sont une extension des propriétés établies dans 
les Chapitres précédents, pour le cas d'une seule équation différen- 
tielle linéaire. 

Si nous désignons par ^n x,o • • • > '«fa» X2» • • • ^^^ fonctions ration- 
nelles et entières, dont les coefficients soient ou des constantes ou 
des fonctions quelconques de la seule variable indépendante f, et 
si x, y y ... sont des fonctions inconnues de t en même nombre que 
les équations données, le type général d'un système d'équations 



ÉQUATIONS SIMULTANEES LINEAIRES. Il 

difTérentielles linéaires sera 

?i(i>r)-^-»-xi(D/)r-.-.^ïi, 



Tj, To, . . . étant des fonctions données de t. 

D'après ce que nous avons vu dans le paragraphe précédent, on 
peut toujours supposer que les équations proposées aient été trans- 
formées de telle manière qu'elles soient résolubles par rapport aux 
plus hautes dérivées de toutes les fonctions inconnues qui y 
entrent. Dans ce cas, chacune des équations contiendra la plus 
haute dérivée de l'une des fonctions inconnues. 

Ainsi, si l'on désigne par 

les degrés respectifs des fonctions 
on pourra supposer que l'on ait 

(2) '1 =^i> ^3î • • •; /Wj>/71|, W3, ...; etc. 

Alors l'ordre du système (i) sera 

N = /i -h w/j -+- 

Par des éliminations, on pourra toujours faire en sorte que le 
cas d'égalité soit exclu des conditions (a), qui deviendront ainsi 

(3) ^1 l!>^i> ^3» • • •; /W8>/w,, /Tïj, . . .; etc. 

942. On peut, si l'on veut, se contenter de considérer le cas des 
équations linéaires du premier^ ordre, auquel on peut ramener le cas 
général par l'introduction d'inconnues auxiliaires représentant les 
dérivées des inconnues d'ordres inférieurs aux plus élevés. 

Si l'on a préparé les équations proposées (i) de manière que 
chacune des plus hautes dérivées n'entre que dans une seule équa- 
tion, les conditions (3) ayant lieu, alors, quand les équations seront 
ramenées au premier ordre, chacune d'elles contiendra une dérivée, 
et une seule, de sorte qu'on pourra toujours réduire un système 
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donné à la forme 

(4) { «,^h-(/',4-^;D/).>'-+---— ^T«' 



Dans le cas où les seconds membres T|, T:., . . . seront nuls, on 
aura un système Adéquations sans seconds membres ou d'équations 
homogènes 

ou, si les équations sont ramenées au premier ordre, 

(6) \ (it v -+• ; b^ -^ h\ D, ).v -h . . . --.- o, 



Nous verrons qu'il est toujours possible de ramener l'intégration 
d'un système d'équations complètes (i) ou (4) à celle d'un système 
d'équations sans seconds membres (5) ou (6). 

943. Les équations linéaires simultanées sans seconds membres 
jouissent de propriétés analo^es à celles que nous avons établies 
dans le Chapitre IV pour le cas .d'une seule équation linéaire 
d'ordre quelconque sans second membre, laquelle est comprise 
[933] dans le cas plus général des équations (5) ou (6). 

I. Si Xi , r» , ... représente un système d'intégrales particulières 
des équations (5) ou (6), c'est-à-dire un système de fonctions de t 
qui, substituées k Xjj, ... respectivement dans les équations (a), 
rendent celles-ci identiques, on obtiendra un autre système d'in- 
légrales Cxi, Cj^'t, ... des mêmes équations (5) ou (6) en multi- 
pliant les intégrales données par une même constante arbitraire C. 

II. Si l'on a plusieurs systèmes (xi,ji, ...), [oc^ijnj ...), ... 

d'intégrales particulières des équations (5) ou (6), le système de 

valeurs 

j*i H~ .^j -4- • « • , y'i + Yi -+-..., . • * 1 

formé par addition au moyen des systèmes donnés, sera encore un 
système d'intégrales des mêmes équations. 
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III. De la combinaison de ces deux théorèmes il s^ensuit que, 
si Ton désigne par (xj, ji, ...), {x2y j-i^ •••)' ••• ^^^ systèmes 
quelconques d'intégrales particulières des équations (5) ou (6) et 
par C|, Cs, . . . des constantes arbitraires, le système de valeurs 

Cj ^i -f- Cs<>^2 -f- • • • 1 ^1^1 ~^ ^iXi~^ • • • » etc. 
sera encore un système d'intégrales des équations (5) ou (6). 

944. IV. Soient 

[•^i» J^'i» • • • ]> i*^»» Ti' • • • j» • • • 

n systèmes d'intégrales particulières des n équations (6), et sup- 
posons que ces n systèmes soient distincts, c'est-à-dire que les 
équations 

•i* '• — Li| «C| -+" Cij «J^j ~T~ « . ■ f 

(7) { J = C,ri-f-Cj7,-f-..., 



puissent être résolues, pour toute valeur de t, par rapport aux 
inconnues Co C^, ... Il faut et il suffit, pour cela, que le déter- 
minant 

*i ^'1 • • • 

(8) ^i Xt '" 



ne s'annule pas, quel que soit t. Dans ce cas, les équations (7) 
représenteront le système des intégrales générales des équations (6) ; 
car on pourra alors disposer des constantes C|,C2, ... de telle manière 
que les fonctions Xyj, ... prennent, pour la valeur donnée à 
volonté t=:tQ, des valeurs arbitraires :ro, j^o; - • •• 

Dans le cas du système des équations (5) d'ordre N, si l'on 
donne n équations (7), renfermant N systèmes d'intégrales parti- 
culières 

[•^ii yi'> • • • j' •••> [^^it Xsf •••]> 

et par suite N constantes arbitraires C|, • • • , C^, les équations (7) 
seront les intégrales générales des équations (5), si l'on peut ré- 
soudre par rapport aux constantes C|, . . ., C^j le système formé 
par les équations (7), jointes aux /, — i premières dérivées de la 
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première de ces équations, aux /Wo — i premières dérivées de la 
seconde, etc., c^est-à-dire si le déterminant 



(9) 



.r, 



jj, 



.r 



'/i -I) 



.>! 






.rwij— I) 



» 



s 






r> 






n^est pas nul. 

S'il existait, entre les intégrales des systèmes donnés, n(ouN) 
relations linéaires à coefficients constants, de la forme 

a^Xi -4- ^i-îTj H- . . . r= o, 



le déterminant (8) ou (9) s'évanouirait [879], et, les équations (7) 
(ou ces mêmes équations jointes à leurs dérivées des ordres /| — i, 
m2 — !>•••) n'étant plus résolubles, les systèmes d'intégrales 
donnés ne seraient plus distincts. On voit d'ailleurs, comme au 
n** 879, que, le nombre des constantes arbitraires se réduisant 
d'une unité, il n'en resterait plus assez pour que les équations (7) 
représentassent les intégrales générales des équations (5) ou (6). 

945. V. Si l'on connaît un système(j'i, j j, ::,, . . .) d'intégrales 
particulières des équations (5), on pourra ramener l'intégration 
de ces équations à celle d'un système d'équations de même nature, 
mais dont l'ordre sera moindre d'une unité. 

Considérons d'abord, pour plus de simplicité, le cas particulier 
des équations (6), et posons 

tyfy},.,. étant de nouvelles fonctions inconnues. En substituant 
ces valeurs dans les équations (6), celles-ci deviennent 

-+- û'jXjDff 4- bijr^p -h CiZiî H- . . ., 
o = r[rt,jri -h (^i-h^',D,) V, H-c,2i -h . . .] 

= »[#73-»l •+-^jJl-+- (^8-+-c',Df)2l4- .. .] 
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Dans chacune de ces équations, les termes multipliés par r s^éva- 
nouissenty puisque les valeurs X|, j,, ... forment un système 
d'intégrales particulières des équations (6). Ces équations se 
réduisent donc aux suivantes : 

o = aj Jc^Dit -h biYip + Ci3,j H- . . ., 



• • • » 



En éliminant D^f entre la première de ces équations et chacune 
des autres, ï disparaît, et il ne reste plus que n — i équations 
pour déterminer les n — i inconnues v, ?,.... Ces n — i équa- 
tions 

I (bi-+-b;D,;p-+-f,j-h ... =o, 

(lo) < bjP4-(f,-+-f;D,)î-i- ... =o, 



** • 9 



où bi, b'f, c,, . . ., bj, . • . désignent des fonctions connues de /, 
sont de même forme que les équations (6). 

Lorsqu'on aura déterminé y, }j ... au moyen de ces équations, 
si Ton pose, pour abréger. 



u, .r, 



1 ■'- 1 

il viendra 

(il) K=C^-hfXdt, 

d'où l'on tirera, pour les inconnues x, j , ::, . . . , les valeurs 



Si l'on connaît un second système (xoj/a, z^y • . •) d'intégrales 
particulières des équations (6), on en tirera une valeur particulière 
de r, 



Xi 
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d*oii résulte un SYStème Tinlégrales particulières des équations ( i o) 



On pourra alors abaisser Tordre du système (lo) encore d'une 
unité, en posant 

et Ton obtiendra pour jr, S • • • des valeurs de forme analogue aux 
valeurs (12). 

(i3) { )=C,},^u\L^f\di\ 



En substituant ces valeurs dans l'expression de X, cette expres- 
sion deviendra 

Xi étant la valeur particulière que prend J, lorsqu'on y remplace v, 
^ . • . par Po h) • • • y ^^ V étant une expression dépendante des 
quantités z. . . . La valeur de x deviendra alors 

j: m CiX, H- Cj.r,/)î, dt -h .r, /V r//, 

OU en remarquant que tifXidt est une valeur particulière de r, et 
par suite x^fX\ dt une valeur particulière Xo de x, 

.V =z Ci-ri -I- C|.rjj -h JC^fy dt. 

On trouverait de même, pour les autres inconnues, des valeurs de 
la forme 

z — C, i, -H Ci 3, -h 3, fy^*hlt. 



.r2,j 2, -2, • . • formant un système de valeurs particulières de x, j% 
c, ... ; et ainsi de suite. 

On voit donc que, s'il existe pour chaque système d'équations 
(()), (10), ... un système d'intégrales particulières (x<,j^i, .. .), 
(Piy }it ' ' •)} ' "9 diflTérentes toutes de zéro, on pourra abaisser, au 
moyen de ces systèmes, l'ordre du système d'équations (6), jus- 
qu'à ce que l'on arrive à son intégration complète, et le système 
des équations intégrales sera alors de la forme (7). 
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Exemple. — Les équations 

(4-+-D,)*4-3r=:o, 
2j: -h (5 -+- D<) j = o 

admettent, comme nous le verrons plus loin [950], le système d'in- 
tégrales particulières 

Posons, en conséquence, 

a: = 3tf~*'r, jr = — 2^-" (r-f- y). 

En substituant dans les équations proposées et supprimant les 
termes multipliés par r, il vient 

d*où, en éliminant D^r, 

6a-"D,v~h 3oe-*'j> = o, ou D/V -f- 5p = o, 



d'où 



p=:C,e-«, f=:2/p^/=C,-^C,e-^ 



et enfin 

On voit que cette méthode est analogue à celle de d'Alembert pour 
rabaissement d'une seule équation différentielle linéaire entre deux 
variables, que nous avons exposée au n** 881 . 

946. On peut étendre les mêmes calculs aux équations de lu 
forme (5). Soit (xi, j^i, 5|, . . .) un système d'intégrales particu- 
lières de ces équations. Posons encore 

x = r^i, j=(f-f-p)7i 

La première des équations (5 ) deviendra [881 J 

y,(D,)(r.r,)4-x,(D,)[(r-hp)j,]-i-... = 0, 
H. — Cours de Calcul infin,, III. 2 
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OU 

[r.{D,)x. + V(MiiD.+ ...]r 
+ [z.{Dr)j.+ ^^'^Y^ D| +•••](» + ?>= o, 

OU, en remarquant que le multiplicateur de r, 

7i(I>0-i-i-+-Xi(I>/)ri+ •••» 
est nul, par hypothèse, 

L I 1.2 I J 

^- [Xi (Drl^Ti -I- . . .]? -f- . . . = o; 

et de même pour les autres équations. Le nouveau système obtenu 
doit évidemment être de même ordre que le proposé, puisque les 
deux systèmes d'inconnues sont liés par des équations finies, sans 
constantes arbitraires ; mais le second système ne contenant plus 
la variable r elle-même, mais seulement ses dérivées, peut s'abaisser 
immédiatement d'une unité, en prenant 0^» = »' pour nouvelle 
inconnue. 

Si Ton avait, pour i = i , 2, . . • , /2, 

T/(D/)-r| -^Xi{^i)Xi -4-...^ G, 



alors les équations ne contiendraient plus que les dérivées de r à 
partir de D*r, et, en prenant D*r = rî*J pour nouvelle inconnue, 
Tordre du système serait abaissé de k unités par l'existence du 
système A-uple d'intégrales (xi, ro • • •)• 

947. VI. Les calculs des deux numéros précédents s'applique- 
raient aussi au cas où les seconds membres des équations proposées 
ne seraient pas nuls. On verrait, comme on l'a déjà fait au n° 881, 
que, si l'on connaît un système d'intégrales particulières {x^^\ 
y^\ . . •) des équations sans seconds membres 

?,(D,]^(o)4-Xt(D,)j(o)+...z:zo, 



ÉQUATIONS SIMULTANÉES LINÉAIRES. IkJ 

onpourra^par son moyen, ramener Tin tégration du système d'équa- 
tions complètes (i) à celui d'un système de même forme, mais d'un 
ordre moindre d'une unité. 

Exemple. — Prenons les équations 

2J?-+- (5-4-Df)j=:e', 

qui diffèrent par les seconds membres de celles de l'exemple du 
n® 945. On obtiendra, en calculant de la même manière, les équa- 
tions 

[A } 

d'où, en éliminant D^r, 

Cette équation linéaire du premier ordre donne [821] 

I 



•21 i47 lo 



e"; 



substituant cette valeur dans la première équation (A), et inté- 
grant, il viendra 

On en tire enfin, pour les valeurs des inconnues cherchées, 

- ^ ., 6 ^ .. 5 3i I , 

948. VII. Si Ton désigne parX, Y, . . . un système d'intégrales 
particulières des équations complètes (i)[ou (4) 7 etpar j;^®\j^^®^, ... 
le système des intégrales générales des équations sans seconds 
membres (5) ou (6), on verrait, en raisonnant comme au n® 884, 
que les intégrales générales des équations complètes (i) ou (4) 
seront 

2. 
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949. VIII. Supposons les seconds membres T/ des équations (i) 
ou (4)'décomposés chacun en plusieurs parlies, de sorte que 



et soit X^^^, Y^^J, ... un système d'intégrales des équations 
On aura un système d^intégrales des équations ( i ) en prenant 



§ ni. 

ÉQUàTIONS LINÉ/LIRES À COEFFICIENTS CONSTANTS. 

950. Pour intégrer les équations sans seconds membres (5) dans 
le cas où les coeflicients des fonctions Çi , ^, , . . . , 92. . • • sont con- 
stants, posons 



(«4) 



— r /./•/ V — -t-^rt 



zc 



r,e' 



I • • • » 



/*, ^, y;, ... étant des constantes indéterminées, et portons ces 
valeurs dans les équations (5). En divisant tout par e^', il restera 
les équations de condition 



(,5) 






. . .^^ o, 
. . . ^^ o, 



pour déterminer les n inconnues r, 3' • • • • En éliminant Ç, r, 
on aura, pour trouver r, Téquation 



(.6) 



R — 



?i('') 
?i('') 






= 0. 



Cette condition étant remplie, il viendra, i étant Tindice d'une 
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ligne horizontale quelconque, 

(«7) '''-"=à^'ô^'-" 

proportions que Ton pourra changer en égalités en prenant, par 
exemple, 

ib) 5=-T— , >3=T— » •••• 

Maintenant, faisons abstraction de la condition R = o, et lais- 
sons r quelconque, Ç, */}, ... étant déterminés en r par les équa- 
tions (i8); on aura identiquement, quel que soit ;*, 

, , dR , X ^R 



. . dR f ^àTSi 



o, 



Si Ton substitue dans les premiers membres des équations (5) 
les expressions (i4) en tenant compte des valeurs (i8), on aura 
donc les identités 

/ ^(D,)^--hx,(D,)r H-...==c'-'R, 
('9) I ?j(D/)*-i-Xt(DOr+. •• = <>, 



Les équations (5) sont donc vérifiées par les substitutions (i4) 
si la valeur de r, dont dépendent ç, >;?••• > est une racine de Téqua- 
tion R = o. 

Si toutes les racines de Téquation (i6) sont inégales, chacune 
déciles fournissant un système de valeurs distinctes de r, ^, y^, • • • , 
on tirera des formules (i4) autant de systèmes d^intégrales parti- 
culières des équations (5) qu'il y aura d'unités dans le degré de R, 
et l'on voit facilement que ce degré est égal à /, -+- ma -h . • . ou 
à l'ordre N du système d'équations proposé. On connaîtra donc 
ainsi les intégrales générales des équations (5). 

Si l'équation (i6) a Ar racines égales à r, k des systèmes donnés 
par les formules (i4) se confondront en un seul. Mais il est aisé 
de voir que, dans ce cas, la racine multiple r fournit k systèmes 
distincts d'intégrales particulières, ce qui complète le nombre N 
des systèmes nécessaires pour former l'intégrale générale • 
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On a, en effet, en différentlant A' — i fois par rapport à r le sys- 
tème des identités (19), les nouveaux systèmes d'identités 

(20) - ,^,dx , ,dr 



d*-'x ,_ , d*-' 



U[D,) ^ + /..{D,] ^' +. .=*.-;/ + D,)'-'R, 



d/-«-' "-'^ " dr» 



T. (»') TJTTT + Z. (D/ ) ^j;^^ +•••■- o. 



Si 7* est une racine A-uple de Téquation (16), le second membre 
de la première équation de chacun des systèmes (20)^ . . ., (21) 
s'évanouira, et, par suite, à la racine /* correspondront non-seule- 
ment le système d'intégrales 

_ ^ ;./ _ "^^ ri 

mais encore les Ar — i autres systèmes, distincts du premier, 



§ IV. 

INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES COMPLETES. 

951 . I. Méthode des coefficients indéterminés, — Pour passer 
de rintégration des équations sans seconds membres ( 5 ) aux équa- 
tions complètes (i), il suffit [948] de connaître un système d'inté- 
grales particulières de celles-ci. 

Lorsque les seconds membres des équations (1) (supposées à 
coefficients constants ) seront ou des polynômes entiers et ration- 
nels en £ à coefficients constants, ou des exponentielles ae^^ à ex- 
posants réels ou imaginaires, ou, ce qui revient au même, desfonc- 
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fil 

lions hyperboliques de la formePgjj (//.î + v), ou des fonctions 
circulaires de la forme Pgjnd^^H- v), on pourra obtenir un sys- 
tème d'intégrales particulières par la méthode des coefBcients indé- 
terminés, comme on Ta fait [903] pour une seule équation linéaire 
entre deux variables. On pourra profiter, dans ce cas, de la faculté 
de décomposer les valeurs en» parties [949]. 

Quand les seconds membres T|, T2, ... dépendent d'une mémo 
exponentielle et sont de la forme 

il est aisé, en général, d'obtenir les valeurs correspondantes des 

intégrales particulières X, Y, En effet, si l'on fait dans les 

équations (i) les substitutions (i4)y i^ vient, en divisant par e^^, 

i ?l('•)5^-Xl{'')•'î^-•• — «1^^'""^ 



Si l'on fait maintenant r = X, et que cette valeur n'annule pas le 
déterminant R [949], on aura, pour déterminer ^, ri, . . . , les 
équations 

(23) ?.(^)?4-/.,l)0-C4-...: 



«ti 



Si la supposition r =1 annule le déterminant R, on emploiera 
alors, pour le calcul de X, Y, . . ., des méthodes générales que nous 
exposerons plus loin. 

952. Exemples. — I. Soit proposé d'intégrer le système des 
équations 

2X-H- (5 H- l>f)x=:e'. 

Nous chercherons d*abord les intégrales générales des équations 
sans seconds membres 

(4-hDf).r(<>)-h3^'(»)i=o, 
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au moyen des formules 

4-+-r 3 

2 5 -+- /• 



= o, 



qui donnent les deux valeurs r, = — 2, #'2 = — 7, d'où les deux 
systèmes d'intégrales particulières 

et par suite les intégrales générales 

.r(«) = 3C, e-" -h 3C,^-"S j^<>^ = - 2C, e-'' H- 3C, <?-''. 

Pour avoir X et Y, considérons les seconds membres des équa- 
tions proposées comme composés chacun de deux parties 



« If 



ou 



l'on fera T, = f, T^=o, etT", = 0, 'n = e'. Posons d'abord 



En substituant dans les équations proposées, et égalant les coeiïi- 
cients des mêmes puissances de t dans les deux membres de chaque 
équation, on aura les équations 



45^ + 3^' = I, g+ ^h -^ 3A' = o, 
?.^-h 5/?^' =30, ^'-i-aA -+-5//' — o, 



d'où 






•4 



• **■ — 



7 



3i 



9« 



Ensuite posons x = |e', ^ := >}e^ ; on aura les équations 



5Ç-+-3ïî=iO, 2|4-Gr,= I, 



d'où 



I 



5 



^^-8' ^' = ^ 
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Donc les intégrales particulières des équations complètes seront 

_ 5 3i I ^ 



I 9 5 



7 98 24 

En ajoutant ces valeurs à celles de Jt:^®^ J'^*^ on aura les intégrales 
générales déjà obtenues au n® 947. 

II. Soient les équations 

(3~D?)x-h4j=:3, 
.r+(n-D?}j = — 5. 

On remplacera d'abord les seconds membres par «zéro, et, en 
posant 

on aura les équations 

(3~/^)?-h4-/: = o, 

5 -4- ( I -f- /•* ) vî = o, 

d'oii 

3-/^ 4 

.3 



1-4- /• 



= G, OU r* — 2/*4-i=o, 



ce qui donne les deux racines doubles /* == + i . 

On a ensuite 

? = i-f-/% >;r= — I, 

d'où 

.,.(0) -_ ( , _^ ,J ) ^vt^ j.(0) -- _ ^rt^ 

^ = [ar 4- (i + /^)/le^ ^=- te''. 
Or ^ ^ ' ^ Ôr 

Mettant pour r ses valeurs dz i , on en conclut les valeurs des 
quatre systèmes d'intégrales particulières qui forment les inté- 
grales générales 

.r(o) =: 2C,e'4- 2Cs[l -4- /)c'-h 2 C, e""' H- 9. C* ( — l 4- t]c-^, 

j(0) — _ Ci^ — Ci/ff'-- Cj6'-' — Ci/6'-'. 

Pour avoir maintenant un système d'intégrales X, Y des équa- 
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lions complètes, nous prendrons X = o, d'où les équations 

c'est-à-dire ici 

3; -h 4^ = 3, ; -f- If = — 5, 

d'où X = ^ = — 23, Y = y; = i8. On a donc enfin, pour les inté- 
grales générales des équations complètes, 

953. II. Méthode de Lagrange, ou méthode de la variation 
des constantes arbitraires, — Soient les équations complètes 

j ?i(D,)xH-x,;D,]r-4-...--T„ 

(i) J î',{Df)x^-XJ(D/ v-+-...=:T„ 



et désignons par 

(2) {.r^^^^^^C^r, 4-C,r,-h..., 



les intégrales générales des équations (i) où Ton aurait remplacé 
les seconds membres par zéro. 

Proposons-nous de satisfaire aux équations (i) par des valeurs 
de X, ")% ... de môme forme que les valeurs (2), mais dans les- 
quelles C|, Ca, . . . désigneront, non plus des constantes, mais de> 
fonctions de t convenablement choisies. 

Les conditions (i) sont au nombre de n, et les inconnues C|, 
C2,. . . au nombre de /, -h 7^2 +...== N. On pourra donc disposer 
à volonté de 

d'entre elles, ou, ce qui revient au même, assujettir les inconnues 
à N — n conditions arbitraires, que l'on choisira de manière à sim- 
plifier autant que possible le calcul. Pour cela, on fera en sorte que 
le calcul se rapproche autant que possible de ce qu'il serait si les 
quantités C|, Co, . . . étaient des constantes. 



(3) 
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Nous poserons, en conséquence, Q étant la dérivée 



« 



• • » 



• • 7 



en prenant pour conditions arbitraires les suivantes : 

, , . , ic^xg = o, 2c^y^ = 0, . . . , 

j ♦ ...., •'•9 

2C,x/»-'^ = o, lC,/r-'"' = Oy .... 

La substitution de ces valeurs dans les équations (i) donne, en 
désignant par dl'\ a^l'\ ... les coefBcients de D^' dans (p,(D^), 
?2(Dr)> • • • y et de même pour les autres, 



équations qu«, jointes aux équations (4)^ forment le nombre 
d'équations nécessaire pour la détermination de C'^ , C!^, . . . ^C^. 
De ces dernières quantités on déduira ensuite G|, C^^ . . . , Q^ par 
des quadratures. 

En particulier, si Ton donne les équations du premier ordre à 
coefficients constants 

fl,jr-h {lfi't-f^\Dt)x ^- . . — Tj, 



> 



les intégrales particulières Xi^yij . . . sont [950] de la forme \i^i^, 
U/e^/', . . . , et les équations ( 5 ) deviennent 

T 
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Si Ton fait 

» ï. î, ... I 

I I T. c)R T, OR 

■ •• «• ••• I 
on aura, dans le cas où les racines r,, r^. — sont inégales, 

C, -= r -/' ^ , d où C, = r, -H fc-'i' ~ ^, 
«'t par suite 

î)54. Exemples. — I. Reprenons Tcxenipie 1 du n* 932: 

4-+-D/.r-|-3 V=r/, 

Ses intégrales seront de la forme 

.r= 3C,<r »'-^3C,f "', 
^ =—2 C, <?-«'-+- 3 C,<?''. 

Diaprés cela, les équations (5) qui serviront à déterminer C| et C^ 
seront 

3e-*' C, -4- 3e-'' C^ = t, — -xe'^' (T, 4- 3^-'' C, = e', 

11 • 
ou 

C"z=4 /ir"-e"), C, =: 4 e»' -h -^ /e"' 
«;t par suite, C|, c^ étant des constantes arbitraires, 

Substituant ces valeurs dans les expressions de x et de y^ on 
retrouvera les mêmes valeurs que précédemment. 

II. Soient les deux équations 

— 8-f-D,).r-^jr = <?', — 'i5x'^[i -+-Dr)j= 3^ 

En opérant comme précédemment, on tro*ive 
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d'où /'i = /'a =r 3, >îi = >;2 = 5. On a donc 

En différentiant maintenant par rapport à r les expressions 

puis faisant r=3, on a le second système d'intégrales particu- 
lières 

En achevant le calcul comme ci-dessus ^ on a pour résultat 

3 I a 

j=[5C,-f.C,(i-5r)]e»'4.^^-e'-|r-l^. 

4 ** 9 

III. On peut ramener à l'intégration d'un système d'équations 
de la forme que nous venons de considérer l'intégration de l'équa- 
tion 

[ax '\' by -\-c](Lc -h [ n'x -h b'y H- c' ) dy = o, 

traitée au n® 817, en la remplaçant par les deux équations 

d.r (Ir 



a'x + b'y -\- c' ' — iix — by — c 



=zdt. 



ê 

ou 



dx . ^, , dr , 

a X — b y = c y -7- "*" ^•'" -^ ^J' = — ^' 

dt dt 



IV. Si l'on donnait les équations plus générales 
dt dx dr 



T «x-f- ^J-h. . .-hX rt'.i:-|- ^>-+.. . .-hY 



• • 1 



T, X, Y, . . . étant des fonctions données de f, et a, i, . . ., «', i', . . . 
des constantes, on les ramènerait aux équations (1) en prenant 

/dt 
-= pour nouvelle variable indépendante et en exprimant 

X, Y, ... par son moyen. 
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V. En particulier, les équations 

, dr 

(«r -f- S) — -^ a^Jt -f- byX -+-. . . = 0, 

>' -H ?) ^ -+- ^î-r -4- b^Y -^ . . . ^ O, 



OÙ a, |3, ai,&i, ..., a^^b^j ... sont des constantes, peuvent se 
traiter d'une manière analogue à celle que noas avons appliquée à 
Téquation des n^ 897 et 898. On en obtiendrait des intégrales 
particulières en posant 

f'j ç« r, ... étant des constantes indéterminées. 

VI. Plus généralement, si Ton donne des équations de la forme 

V, [t'ù,]x 4- Xi ;'!>/).>• 4- . . . r^ T„ 



on les ramènera au cas d'équations à coefBcients constants en 
posant t=ze^^ et alors [897] les équations prennent la forme 



VII. Reprenons les équations du n**952, II. Ici /, = 2, wij = 2, 
et, en posant, pour abréger, 

C'j<?'=//|, Ce'^ttj, Cj^-'^tf,, C^c-^=zu„, 
les équations (4) et (5) deviennent 

tt, -H r ££, H- ttj -f- t U^z=z O, 

3 

tti-h[2-i- r)tfj— «3-h (2— r)//4=z , 

/*l-h(l-f- f]Ui— 1/3 -h (l — ?]«jz:=5. 
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En combinant ces équations, on en tire 



3i 



Un «t = O, 



«/,-{-£/. zz: — 



iroii 



l3 



«1— 


«*- 


■^ 


- 4 ' «• 


4 


ile, 












t^'. 




9.3-+-i3r , 

4 '^ ' 


c,= 




c, 


— 


4 ' 


c, 




c; 


— 


— 23 + i3f , 

4 "' 


c,_ 




c-, 




4 ' 


c» 



i3 

''i -♦- «3 - — ^ 

i3 23 

9 1/, — ttj~ ) 

2 2 



23-f-i3/ — 23H-i3r 

, Ojm 



36 -^13^ 

4 



e-'. 



i3 



— / 



'^, 



— 36 + i3t 
4 



Substituant ces valeurs de C|, C27 C3, C4, il vient 

X=: — 23, Y=rl8. 

VIII. Soient encore les équations 

(2 — D^)x4-(—9-h2D^)j^ = o, 

Jo \i'^ à 

En posant x= ^e^', j= rie^^^ les équations sans seconds membres 
deviendront 

(2 — /-jç H- (— 9 -h r)u = o, 
(— 6 -f- 5/- — r») 5 -f. (H- r)ï3 = 0, 



d'où 



2 — r — 9 -4- 2r 

— 6 «4- 5/' — /•* 1 -f- r 



= 0, 



r=:2el4^V^3, ï = 9 — 2r, 731=2 — r. 
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Pour passer aux équations complètes, on posera 

y =iCi li n en', y = ^ Q xi ne^i '-hic; >:, e^ ', 

et l'on aura, pour déterminer les quantités Q, les conditions 
suivantes : 

1 Cil-e'-,' — o, IC^r.iC'-i' = o, 2 C; Ç/r,.^^' = — T, 



ou, en posant C|- e^i^ = Ui, 

1 liUi — O^ 1 %tUi r= o, i //Ç, 1// = 

Le déterminant de ces équations est 



T. 



^1 






'•l?i 'tïî 'jlj 






9_2/-, 9- 



ir, 



2 — /•, 



et, à cause de 



9 — ?./•, 9 — 2r, 



:>. — /', 



•2 — r 



9,-2 

i 2, — I 



/ J — ''l ) ^ (''l ^8 ) » • • • » 



ce déterminant devient 



•'5Ç|r,(r, — /•,]-4-...= 5(9 — 2r,)r,(i', — Tj) -f-... 

= 45[''i(''s — ''a) + '*î(''i — ''i ) -+- ' j (''i — ''i)] 
— lO [/•; (r, — /•, ) -h rj (;•, — r, ) -4- rj (rj — r, )] 

==— lo [rj (/•, — ;•,)— rj(#-, — r,)(r, -+-r,) -h r,r,(r,— r,)] , 

OU enfin, à cause de r, = a, /'a — /'a = 2y^, r^ + Vz^ 8, /•,rs = i3> 

déterminant =^ — io \f%> 

Les déterminants mineurs proportionnels aux inconnues ont 
pour valeurs 

lov^, 5(— 2 4-v^)» 5(--2 — v^)» 



et les valeurs des inconnues sont 



Etc. 






a, = -, — = — T. 

4v/3 
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95o. III. Méthode de Cauchj. — Supposons toujours que Ton 
ait trouvé les intégrales générales x^^^fj^^\ . . . des équations 

(fl5i-i-Df),r-|- ^,j-h.. .=:Ti, 

(i) { a^x-h (^ -+-D,) j + ...i=T„ 



dont on aurait annulé les seconds membres. Nous allons ob tenir , 
au moyen de ces intégrales, un système d'intégrales particulières X, 
Y, . . . des équations complètes, et Ton aura alors les intégrales 
générales de ces dernières équations par la règle du n° 948. 

Pour cela, déterminons d'abord les constantes C|, Co, ..., qui 
entrent dans les expressions 

.r (0) — Cl Xi H- C, Xj 4- . . . , 



de manière que, en donnant à £ la valeur indéterminée a, et dési- 
gnant par a:^'^,j^^*^, . . ., T*', T'**, ... ce que deviennent les fonc- 
tions x^^\j'^^^, . .., T|, T,, . . . pour t = oc, on ait 

•'' — 1 ' J — 1 ' • • • • 

Si Ton désigne par Xo, j o> • • • ce que deviennent x^^\j^^\ . . . lors- 
qu'on attribue aux constantes arbitraires les valeurs ainsi détermi- 
nées en fonction de a, je dis que les quantités 



= / jTo^/a, Y= I jo^^«» 



• • • » 



où to représente une constante absolue quelconque, formeront un 
système d'intégrales particulières des équations (4)* 

En effet, si l'on différentie ces équations par rapport à f, les 
quantités Xq, j-©, . . . prenant, pour a = t, les valeurs T|, Ta, . . . , 
il viendra [470] 



Ut 



r^ro, ^^ iiY rdr. 



Substituant ces valeurs et celles de X, Y, . . . dans une quelconque 

H. — Cours de Cale, infinité, III. ^ 3 
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des équations (i), dans la premlrrc. par exemple, le premier 
membre devient 

f (t// ^ ^» '"• "+" ''!.'• "^- ■ • ) '''^» 

quantité nulle, puisque Xo, j o< • • • forment un système d^in^égrales 
particulières des équations sans seconds membres. Donc les valeurs 
ci-dessus de X, Y, . . . forment un svstème d^intégrales particulières 
des équations ( i ). 

Exemple, — Soient proposées les deux équations 

ff.r flr 

di ' dt ^ 

Les intégrales des équations sans seconds membres correspondantes 
sont 

en posant 

/, '—-- — I -1- /, 'i = — I — '• 

Il faut faire maintenant / = a et résoudre par rapport à C|, Ct les 

équations x^*^ = T •', j) ^« = T'^', qui ne sont autre chose que ce que 

deviennent les équations différentielles proposées lorsqu'on y 

. d.r . dr , , r\ 

remplace — par x^ , — par j) ' , x et r par zéro, et t par a. Un a 

donc ici les équations 

4 ^^"^ -^ 9.^ ^'^ — ^"^ '^'^^^ -^ 7 .1 ^'^ = 3. 

d'où Ton tire, en mettant pour x^*', j) ^'^ leurs expressions, puis 
résolvant par rapport à Ci et à Cj, 

^ 7 — 4' , .. "^"0 — 5/^ 

C, = -^ ^- e Ci-O» Li? ir-'*.«, 

2 2 



r^ 7 -»- 4' ' ^^ 3 fq -h 5/) 
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Substituant ces valeurs dans les expressions de x^^^ et de j^f®\ inté- 
grant par rapport à a, puis faisant a =t, il vient, toutes réductions 
faites. 



•20 



^-y Y= -e^-\ , 

17 i3 17 



valeurs que Ton aurait obtenues plus promptement par la méthode 
particulière du n9 951. On aura donc enfin, pour les intégrales 
générales des équations proposées, 



xz=z Ce"cosr -f-C'e"sinrH — jti?' -- 2_, 

2b 17 

j= — Ce" (cos^ -h sin/ ) -h Ce" [cost — sin t] e' 



() 



956. IV. Méthode decVuilembert, — Supposons les équations 
dîiTérentielles linéaires mises sous la forme d'équations du premier 
ordre et, pour plus de simplicité, résolues par rapport aux déri- 
vées des inconnues. Elles seront alors de la forme 



('} 



( rtj -h Df ) .r -h /y, j -+- t'i 3 -f- . . . =1 T,, 

rt, x -f- ( /vj -h D, ) ^' 4- r, 3 -h . . . = Tj, 



Multiplions ces équations respectivement par i, ^, ft, . . ., en dési- 
gnant par i,p., . . . des indéterminées, et ajoutons-les. Il viendra 



(^) 



D|.r4- AD^.r-+- tAn,2-h. . . ^ 

-f- (rt,-i- a^\ -hr/j y -h. . .).r f 

-+- ( />i -h hi / -+- />3 a -+-... ) X 



en faisant, pour abréger 



T=Ti-f->.T2 4-.t*T3 4-.... 



Si l'on pose maintenant 



(3) 
d'où 



tt =r .r 4- A >' -T w ; -f- . . . , 



dx -h >r/j -f- uf/3 4- . . . = ^w — xdk — Jf/cA — . . . 
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réqualîon (2) deviendra 

DfU — .VD/A — zDfU — ..,] -h 'rtr, -f-/ï,/-ha,u-H...' [u — Ajr — !15 — ...) 

-h ^, H- ^,A-h^,î*-4-.-. r 
-r- r. -h r, A H- Tju H-. ..'«-+-...=: T. 

I^s variables j", j, . . . n^entrant plus dans celte équation par leurs 
dérivées, on pourra profiter de Tindétermination de X, u, . - . pour 
faire disparaître r« z, ... de cette équation, en posant 



D/ A H- '^r, -h r/, A -h /7, ;ji -+- . . . >. = ^, -h ^« a H- ^j t* H- . . , 

- t'i H- Tj A -h Tj u -*- . . . , 



/ D/ A H- £r, -h r/, A -h /7, ;ji -+- . . . a = 6 



et Téquation précédente deviendra 

( 5 ) Dttt-{- .7, -f- «/, A 4- /^a ;a -h — / " = T, 

équation linéaire du premier ordre, que Ton saura intégrer des 

que Ton connaîtra un système de valeurs des quantités 2, fA, 

A chaque système de valeurs particulières X|, fX|, ... de ces 
quantités correspondra une valeur Ut de u, et Téquation (3) don- 
nera une relation finie entre x,j , z, . . ., qui permettra d^abaisser 
d^une unité Tordre du système (1). Si Ton a n systèmes distincts 
de valeurs de X, |[a, . . ., les n équations que fournira la formule (3) 
seront les intégrales générales des équations (i). 

957. Si les équations (i) sont à coeHicicnts constants, les équa- 
tions (4) admettront des systèmes de valeurs constantes pour 7., 
y., .... En posant 

/>i -I- /^ A -\- b.'j. -h, , . 



r/j H- r7,X -+■ r/3 a 4- . . , = 



r, -f- r, > -4- r^ u -h . . . 



• • . — ^ ' ï 



(X 

■ 



les équations (4) deviendront 

! /ï| — /• -f- éz, X H- «, !x -+- . . . = O, 

Cl -h TjÀ H- (rj — r) |x -t- . . . = o, 
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d'où l'on lire, pour déterminer r, l'équation 
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(7) 



puis 



R = 



Ox — 



^ 



I«'»«|iA«»»» — 



«î 




«3 


■ • • 


K- 


— r 


K 


■ • ■ 


• • 




^3 — 

• ■ ■ • 


/• ... 

• • • . 


^■^ 


dK 


dR 

• 


dR 

• • 






. <)R 




HZ 


• • • 







o, 



L^équation (4 ) prend alors la forme 



d'où 



D,i/ + ru=:T, 



u = c"'[C^Jc''^'ïtlt) (»), 



9o8. Considérons, en particulier, le cas de deux équations à 
deux inconnues 

j flj.r-+- (6, .-f-D,)r = T,. 



(8) 



La première équation (4) deviendra, dans la supposition de 
D,A = o, 



(9) 



flr, ^* H- ( «1 — b^]l — /^i = o. 



Si cette équation admet une racine constante, cette racine sera une 
intégrale particulière de Téquation 



(,o) 



D/^ -f- (ai-f-fl,).)> = ^ + b^\y 



et Ton s'en servira pour abaisser l'ordre du système (8). 

Si l'équation (9) admet deux racines constantes, elle sera alors 
de la forme 



(") 



ûj(;»-ha).-f-|3) = o. 



(*) r pourrait être variable en même temps que a,, a,, . . ., pourvu que les valeurs 
de >, ^, . . . fussent constantes. Dans ce cas, on écrirait frde au. lieu de rt. 
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aet|3 étant des coefTicients constants, et ces deux racines constantes, 
étant des intégrales particulières de(io), donneront deux équa- 
tions (5), et par suite deux équations (3), 

d'où Ton tirera x et j^ en t. 

Remarquons que, dans ce cas, on peut intégrer complètement 
Téquation ( j), qui peut s'écrire sous la forme 

' ' ' A* -4- a/ -h 5 

Si, en particulier, les deux racines constantes de l'équation (9) 
ou (il) sont égales, alors cette équation ne fournira plus qu'une 
seule intégrale particulière X| de l'équation (10); mais alors on 
prendra l'intégrale générale de l'équation (12), qui devient alors 

rn 

n^dt -h -: r-7T = O, 

et d'où l'on tire 



J'a^ (tt -h C 



Cette intégrale donne X = \ pour C = 00 . En attribuant à C une 
autre valeur quelconque, on aura une seconde intégrale particu- 
lière X, de l'équation (12), distincte de X,. 

9o9. Exemple, — Soient proposées les équations 

dx 

dt -^ ' 

dr f. „ 

dt *^ 

Les coefficients étant constants, on formera l'équation (7), qui 

sera 

5 — r — î 

o, ou /' — iir-h2o=o. 



-2 6- 



r 



On en tire r^ =p 4» ''2 = 7> d'où X, = 1 , X^ = — 2 ; substituant ces 
deux systèmes de valeurs dans l'équation (5), on a les deux équa- 
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lions 






* . /.'-_/." 



qui donnent 



D 

1 5t 

«2 r= C.> <*~"' -i- ô t*' ^ 6»-'. 

^ 9 

Enfin, en portant ces systèmes de valeurs dans Féquation 
on en tire, pour les intégrales générales du système proposé, 

960. Soient maintenant trois équations linéaires simultanées 

(i3) I ^/,^4-(/>'2-+-D,)jH-^',2 = Tj, 

( a^x-i- b^x 4- '/'s + D,) z — Tj. 

On ramènera le problème à Tintégration des trois équations 

i D/a H- («i + '^îA -hrt'au]/ == ^i-h />j). + ^3fA, 

1 I A ) ^ ' 

(i5) Dftt 4- [«, 4- rtj). -f- ^3 a) « = T, -h Tj> 4- T3U. 

Au moyen d'un ou de deux systèmes d'intégrales particulières des 
équations (14)7 ^^^ fourniront une ou deux formes intégrables de 
l'équation (i5), on pourra abaisser l'ordre du système (i3) d'une 
ou de deux unités. Si l'on a trois systèmes d'intégrales des équa- 
tions (i4)> et par suite les intégrales des trois équations (i5) cor- 
respondantes, on arrivera aux trois équations 

qui seront les intégrales complètes des équations proposées. 
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961. Si les deux équalions 

admeltent un système de solutions constantes X = ).,, u. = |ii, X| 
et |czf seront des intégrales particulières des équations (4)- 

Si les équations (i6) admettent trois systèmes de solutions con- 
stantes qui seront trois systèmes d'intégrales particulières des 
équations (4), on en tirera les intégrales complètes des équations 
proposées. Il sufïit pour cela que les coefTicients ^i , tiz^ az^h^^ &.j. 
&3y C|, C2, C) soient tous constants, ou égaux à des constantes mul- 
tipliées par un même facteur V, fonction de /. Dans ce cas, les 
équations (4) sont intégrables. Posons, en effet, pour abréger, 

r/, -f- û', A -h a^ u = AV, b^ -4- ^j À -+- f j u = B V, r , -h r* ). -h r, ;/ = CV. 
Les équations (4) pourront s'écrire 



\i/e 



4- A). =z B, 



■i- + A 01 = C, 



d'où, en éliminant Ydt^ 

(17) A {).r/fx — fxr/À] — Bciti -4- Cr/À = o, 

équation de même forme que celle que nous avons intégrée au 
n" 842. Connaissant (j. en fonction de X ou X en fonction de fx, on 
aura la valeur de l par Tune des formules 



y'"=jû^.=fc-~ru 
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CHAPITRE VI. 



DU CALCUL DES VARIATIONS 



§1. 

objet du calcul des vabiations. — variation 
d'une intégrale définie. 

962. Soient j^^ une fonction indéterminée de x, et 

V=/(.r,r,/,J^...) 

une fonction, de forme donnée, de a:, de^ et des dérivées de^'. 
[^'intégrale définie 






prise entre des limites constantes ou variables Xq et x^ , changera 
de valeur suivant la relation que l'on établira entre .r et j^ et sui- 
vant les valeurs des limites Xq et Xt , si celles-ci sont variables. 

On peut se proposer de déterminer la fonction inconnue j^ (et, 
s'il y a lieu , les limites Xq et x« ) de manière que l'intégrale u 
prenne une valeur maximum ou minimum parmi toutes les valeurs 
qui correspondent à des déterminations de la fonction^ (et des 
limites) infiniment voisines de la détermination que l'on cherche. 

En d'autres termes, en supposant d'abord que Xq, x^ soient des 
quantités données, si, pour chacune des différentes courbes BMD, 
B'M'D', . . . , qui représentent les différentes déterminations de la 
fonction j^, on construit les courbes correspondantes ENF,E'N' F', . . . , 
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{Jig- 87), dont les ordonnées représentent les valeurs de la fonc- 
tion V pour les mêmes abscisses, on peut demander à laquelle des 
courbes BMD,B'M'D', ..., représentant j^, correspond celle des 
courbes ENF, E' N' F ', . . . , représentant V, dont Taire AENFG est 

Fig. 87. 
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un maximum ou un minimum parmi les aires de toutes les courbes V 
infiniment voisines, A et G étant les points de Taxe des x. 

Plus généralement, en supposant les limites Xo, X| variables, de 
façon, par exemple, que les extrémités de la courbe des j^ soient 
assujetties à se mouvoir sur deux courbes données CC, DD 
{fiS' ^^)» ^loï's aux courbes CD, CD' , . . . correspondent, coïnme 
représentations de V, les courbes EF, E' F', . . . , qui se termineront, 

Fig. 88, 




comme les premières, à des abscisses variables d'une courbe à 
l'autre. On aura alors à décider laquelle des aires AEFB, A'E'F'B', .•• 
a une valeur maximum ou minimum. 

La résolution de ce problème et des questions analogues forme 
l'objet principal du Calcul des variations, 

963. On donne le nom de variations aux accroissements infini- 
ment petits, tels que MM', que subissent l'ordonnée j' et les quan- 
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lîtés qui en dépendent, lorsqu'on passe d'un point M d'une courbe 
au point M^ de la courbe voisine qui correspond à la même ab- 
scisse ( * ), et l'on désigne ces variations par la caractéristique î. 

On a ainsi 

MM' = (3y, NN' = ^V. 

IVous désignerons pareillement par la caractéristique 9 les 
accroissements des limites 

ainsi que tous les accroissements qui dépendront de ceux-là. 

964. Lorsqu'on passe de la courbe CD à la courbe CD', la 
leur de l'intégrale / Y dx est représentée par la différence des 

aires AEFB, A'E'F'B'. En négligeant les infiniment petits du 
second ordre, on voit, comme nous l'avons déjà dit à propos de la 
<Hfférentiation sous le signey[470], que cette différence est égale à 

EFF| E, — AEE, A' -h BFF,B', 

en considérant, dans EFF4E1, comme négative la partie de l'aire 
comprise entre les deux courbes, pour laquelle E' F' est au-dessous 
<lc EF. Or ces trois aires ont pour valeurs respectives 

EFFjE, ^riT (ÎVr/x, AEE, A' = VoO.ro, BFF,B'.- Vi-^.r,. 
Donc 



va 



ou, en faisant usage d'une notation abrégée que nous avons déjà 
employée, et posant^ en général, Xi — Xq = [X]J, 

(i) ê f 'v^/x = [VoV]J-4- r Vvdlr, 



(*) Ne devant nous occuper ici que de la variation des intégrales simplep, nous 
avons pu, sans inconvénient, adopter la simplification qui consiste à prendre pour 
points correspondants des deux courbes ceux qui ont la même abscisse, ou à sup- 
poser ^jr=o. 
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formule qui conlient comme cas particulier celle de la difierentia- 
lion sous le signe J, 

Si Ton connaissait les équations des deux courbes CD, CD', on 
connaîtrait en fonction de x les valeurs des différences iy, ^y* * 
5) ", . . . pour les deux courbes ; on pourrait, par suite, obtenir 






puis rintégrale 






On aurait également Vq^^o ^t N i O-'i- 

965. Avant de chercher les conditions du maximum ou du 
minimum de Taire de la courbe ËF, considérons, au lieu de 
courbes, deux polygones CD, EF, en supposant que les sommets 
du second aient les mêmes abscisses que ceux du premier, et que, 
pour plus de simplicité, ces abscisses soient fixées dWance. De 
plus, les ordonnées des sommets du polygone EF dépendent, sui- 
vant une loi connue, des ordonnées des sommets du poly- 
gone CD, qui sont les variables indépendantes avec lesquelles 
varient tous les éléments de la figure, et en particulier Taire 
du polygone EF. La variation du de cette aire sera une fonction 
de toutes les variations des ordonnées des sommets du poly- 
gone CD. 

Pour que Taire du polygone EF soit un maximum ou un mini- 
mum, il faut que la variation Su conserve toujours le même signe, 
quel que soit celui des polygones infiniment voisins de CD que Ton 
compare à CD. D'après ce que nous avons vu sur les maxima el 
minima des fonctions de plusieurs variables indépendantes [403]. 
il faut pour cela que le polygone correspondant au maximum ou 
au minimum soit tel que la partie de du qui est infiniment petite du 
premier ordre s'évanouisse, quelles que soient les variations de> 
variables indépendantes. On devra donc égaler à zéro le coefficient 
de la première puissance de la variation de chaque variable indé- 
pendante, ce qui fournira autant d'équations qu'il y a de variables 
indépendantes. 
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966. Supposons, par exemple, que le polygone EF soit le poly- 
gone CD lui-même et que la question soit celle-ci : 

On demande, parmi tous les polygones de périmètre donné 
passant par deux points fixes C, D eî ayant leurs sommets sur 
des ordonnées fixes, quel est celui qui donne une aire ABCD 
inaximum. 

Si Ton désigne par Xo, ^i, . ..,Xn les abscisses fixes des som- 
mets, par j'ojj)/* les ordonnées constantes des extrémités C, D et 
parj^ , , . . ., j',,,, les ordonnées variables intermédiaires, l'expres- 
sion de l'aire u, qui devra être maximum, sera 

" = — - — (.>oH-ri)+ ' (r«+ri) + ... 



(') 



2 



.t'j »'o .r* ■''() .ï^ji .T| 



- (r«-*-j«-i)i 



_j _ j ^__j _^ _ ) ^ 

2 2 



L'équation de condition qui exprime que le périmètre du poly- 
gone est de longueur donnée / est 

I 4- V^(-'-/i—^«-i)*-+-(j'«— J«-l)'=^• 

D'après.la règle établie [409] pour trouver le maximum ou le 
minimum d'une fonction fi lorsque les variables indépendantes 
sont assujetties à la condition f = o, on cherchera le maximum 
absolu dey -f-?. 9, X étant une constante que l'on détermine parla 
condition que les valeurs trouvées pour les variables satisfassent à 
Féquation <y = o. Nous avons donc ici à chercher le maximum 
absolu de 



(3) 



1 ^ H .> 1 -r- • • • H J/»-l -i T J n 

2 2 2 2 



).(rj -+-r, -h. . .-+-'•«), 



en posant, pour abréger, 

rk = V^(-a- — -a- -I Y ■+■ (Ja- — Ja-1 )". 
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Or la variation de la quantité (3) est, en remarquant que Xq. 
Xij .. 'i^n*y%tjnt ^ sont des constantes, 

.r, — j-, jr, — ^\ y^. . ,•'''» •*■»— ï %^, 

^J 1 H Vi -f . . . H 0.)'„_i 

2 2 2 

-^ Al ^J-,H ^oj-, — 0.»i; -H. . .H ; (— OJ«-l • 

Il faut maintenant ordonner cette expression par rapport à^Vi* 
0^2, ..., ijat €t, pour cela, écrire les termes de la seconde ligne 
sous la forme 



[(^-H?^ -^) ^■- (-^^ -^') 



*j. 



C'"^^'-^^^')'---] 



où Ton a introduit, au lieu des différences des variations de deux 
ordonnées consécutives, ces variations elles-mêmes multipliées par 
les différences de leurs coefficients, transformation qui, dans le 
cas où les différences sont infiniment petites, correspond à Tinté- 
gration par parties [970]. 

En égalant maintenant à zéro le coefficient de chaque variation, 
on a les n — i équations 



(4) 



•^t — -^i . . / Vî — V, V, —.V, 



'i '3 



qui détermineront j,, ^2 > •••O"-» ^" fonction de X. En subsli> 
tuant ces valeurs dans Téquation (2), on en tirera la valeur deX, 
et, par suite, on connailnkj'i^ r^y ...ïj'//-i. 

967. Supposons maintenant tous les intervalles jti — Xq. 
X2 — Xi, ..., x„ — x„^i infiniment petits et égaux à dx. En écri- 
vant alors dsj^^i au lieu de />, les équations (4 ) se changeront dans 
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les suivantes : 

Cette suite d'équations, toutes de forme identique, exprime que, 
pour tous les points de la courbe limite du polygone, on a la rela- 
tion 

dx — >rf --- = o, 
ds 

qui n'est autre chose que Téquation difTérentielle de cette courbe. 
L'intégrale de cette équation, qui est du second ordre, renfermera 
deux constantes arbitraires, que Ton déterminera par la double 
condition que la courbe passe par les deux points donnés. On 
cherchera ensuite la longueur de l'arc de courbe en fonction de X 
et on l'égalera à /, ce qui achèvera de déterminer la courbe, laquelle 
est un cercle [972]. Ainsi le cercle est, parmi toutes les courbes 
isopérimètres menées entre deux points donnés, celle qui com- 
prend une aire maximum. 

968. On voit par cet exemple que, si Ton passe du polygone 
infinitésimal à la courbe qui en est la limite, le nombre des variables 
indépendantes devient infini. Les équations de même forme, 
obtenues en égalant à zéro le coefficient de la première puissance 
de chaque variation, se changeront eu une relation devant avoir 
lieu pour une infinité de points, c'est-à-dire à une équation entre 
deux variables continues et leurs diflerentielles. Pour obtenir cette 
relation, il faut calculer l'expression de du en fonction de l'abscisse, 
dej- et de ses dérivées, et des variations dej^ et de ses dérivées, 
ces dernières variations étant encore des fonctions des mêmes 
variables ; puis on écrira que la quantité Su, réduite à sa partie 
principale, en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur 
au premier, s'évanouit pour toutes les valeurs de a: comprises entre 
les limites, en tenant compte de la partie de iu qui peut provenir 
de la variation des limites elles-mêmes, lesquelles, dans le poly- 
gone, auraient pu faire aussi partie des variables indépendantes. 

Pour montrer comment la considération du polygone peut con- 

duire à une expression telle que I y(a:, j^,j'^', . . .) ax, remar- 
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qfjorjs que la somme (3 , qui doit être un maximum, devient, pour 
des divisions infiniment petites de Tintervalle x^ — x« et dans 
l'hypothèse où jr de^-ient une fonction continue de x, 

2 2 



OU, en né;:Ii^eant- r%dx^ et- ij,^Xj,_,, 

x: 






^ vrfr + À \ </>* -H f/j *. 



Il s*agit maintenant de calculer la variation d^une telle intégrale 
définie. 

909. Nous avons déjà déterminé la partie de iu en dehors du 
•ligne /, 

Pour calculer Tautre partie I îVrfx, désignons, pour abré- 

fjcr, par P, Q, R, . . . les dérivées partielles de V par rapport à 

J 9 J fj f " 'y 

()r oy <)/' ' 

on aura ainsi 

oT = PJy -f- Q<?y-h R^/'-h 

Or, sî^ j ==j^ + 5j^ est l'ordonnée de la courbe C'M'iy, infiniment 
voisine de CMD, on aura 

et) en général, 

ce que Ton peut écrire sous la forme 

ilx étant une constante par rapport à la caractéristique o. Ainsi les 



VARIATION d'une INTEGRALE DÉFINIE. 49 

opérations indiquées par les caractéristiques d et â sont commu- 
tatives entre elles. 

970. Cela posé, on a 

Les quantités <5j'y ^y"y . . . qui entrent dans cette expression 
sont des fonctions des variations indépendantes, c'est-à-dire des dj. 
Ainsi, en appelant j'jj-j , j^^a» • • • les ordonnées correspondantes aux 
abscisses x^ x -{- dx, x -+- 2.dxy . . . , lesquelles ordonnées sont les 
variables indépendantes du problème, dy, J^", . . . seront les limites 
des rapports 

Nous allons faire disparaître de dessous le signe y* ces variations 
non indépendantes J^, ^j", ..., pour n'y laisser que les varia- 
tions indépendantes dj, et pour cela nous emploierons l'intégration 
par parties. 
On a, en effet, 

Jx, Jx, Jx, '"■■ 

et ainsi de suite. Si donc on pose 

-*" (^ " S "^- • •) ^^^ (S -• • •) ^/''+- • • J ' 
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on aura 






Telles sont les formules que nous emploierons lorsque les 
limites Xo etXf seront fixes, et alors le terme [V^x^^ disparaîtra 
de lui-même. 

971 . Mais lorsque les limites jc^y ar^ de l'intégrale sont supposées 
variables, il faut faire subir une transformation à la valeur de H. 
La quantité que nous avons désignée par Sj^ et les quantités 
ây^ ij"y..,y qui en sont les dérivées, sont obtenues en passant 
d'un point M de la courbe CD au point M' de la courbe CD', situé 
sur la même ordonnée. Or, si Ton veut calculer les variations des 
coordonnées des extrémités C et D de la courbe [fig> 89) et celles 
des dérivées de ces coordonnées d'après les conditions auxquelles 

Fig. 89. 




ces extrémités sont assujetties, il faudra faire varier à la fois les jr 
et les^ de ces extrémités. Par exemple, si l'extrémité C est assu- 
jettie à rester sur une courbe donnée CC, son ordonnée y^ ne 
pourra pas varier sans l'abscisse Xoy de sorte que, en diflférentianl 
l'équation de la courbe CC par rapport à Xo» on devra faire subir 
à Xo» /o> j'o» • •• ^^' variations que nous désignerons, pour un 
instant, par Axo, ^Jqj ^j'o' - ** - 

Le J^Jq ainsi défini peut s'obtenir en faisant varier d'abord 
l'ordonnée y^ de la quantité CGt = dj^^ relative à la même 
abscisse, puis en y ajoutant la différence entre les ordonnées ACi 
et SIC, ou, ce qui revient au même (aux quantités du second 
ordre près), la différence entre les ordonnées AC et A'C, prises 
sur la même courbe et correspondantes à des abscisses qui dif- 
fèrent entre elles de Axq. Cette différence a ainsi pour valeur 
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Y^ÙXo, de sorte qu'on a 

A jo = A' C— AC = $fo -4- Xù A.ro. 

On devra donc remplacer le djo qui entre dans l'expression 
de H et qui, étant ce que devient pour x = Xq le ây qui est sous 
le signe J*, correspond par suite à une abscisse Xq invariable, on 
devra, dis-je, le remplacer par son expression au moyen des varia- 
tions simultanées de l'ordonnée et de l'abscisse, 

<îro= AjTo— /o^-^o, 

y^ étant ce que devient le y de la courbe CD pour a: = j^o» et 
Axoy Aj^Q ayant entre eux un rapport déterminé par la condition 
initiale à laquelle est assujetti le point C, par exemple, par l'équa- 
tion de la courbe GC. 

Le raisonnement que nous venons de faire pour la variation de 
la valeur initiale de la fonction j- s'applique de la même manière 
aux variations des valeurs initiales des dérivées j^', j '', . . . , de sorte 
que l'on aura 

On aurait des formules toutes semblables pour les variations 
âjTi , iy^ y ây^ , . . . correspondantes à l'autre limite x^ de l'intégrale. 

Donc, pour avoir la valeur de H exprimée au moyen des varia- 
tions des quantités aux limites, telles qu'elles sont données par 
les équations de condition relatives à ces limites, il faut, dans 
l'expression de H, remplacer 

or, V' 1 V t • • • 
respectivement par 

Ijr^yij:, Ak' — 7^'A.r, Aj"— ^"'Ax, ..., 

de sorte que, en remettant de nouveau 3 au lieu de A, et ayant 
soin de se rappeler la différence de signification entre les $ sous 
le signe f et les d hors du signe f, on aura pour H cette nouvelle 
expression y que l'on devra employer dans le cas des limites 
variables. 



-[ 
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les quantilésj'^j)'', ... et tout ce qui en dépend étant donnés par 
Téquation de la courbe CD, et les variations S étant les accrois- 
sements subis par ces quantités, lorsque les extrémités C et D se 
déplacent conformément aux conditions auxquelles elles sont 
assujetties. Ainsi, si les quantités relatives à la limite Xq sont assu- 
jetties à la condition 

F { J^o-, J'oi .7^0* ^ 0' ' • • ) ^-^ ^» 

on devra prendre pour 5xo, âjo, Sj\y ^)o, ... des accroissemenls 
satisfaisant à la relation 



f)F , r)F , <)F 

à^o àjo ôr^ 



^-^0 -^ -jir^Xo-h ZTT ^^ W • • • = o- 



Quant aux dérivées de^o> d'ordres supérieurs à celles qui entrent 
dans F, elles ne seront assujetties à aucune condition , et leurs 
variations devront être considérées comme indépendantes. 

972. Si, outre la fonction inconnue^ et ses dérivées, l'expres- 
sion V renfermait une autre fonction inconnue z avec ses dérivées, 

alors, pour avoir d f Vt/jr, il faudrait, en désignant par p, q, . . . 

les dérivées partielles de V par rapport à ^, 5', . . . , ajouter à la 
valeur de H les termes 

et augmenter le terme Q^j sous le signe f de la quantité analogue 

On agirait de même s'il y avait un plus grand nombre de fonc- 
tions inconnues. 



DÉTERMINATION D£S FONCTIONS INCONNUES. 53 



§11- 

FORMATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES POUR LA 
DÉTERMINATION DES FONCTIONS INCONNUES 

973. Considérons d'abord le cas d\ine seule fonction inconnue 
La variation de l'intégrale définie 



(i) ''=P 






a pour partie infiniment petite du premier ordre 

1 BBfdx, 

Pour que u soit maximum ou minimum, il faut que la variation 
complète et rigoureuse de m à partir de la valeur cherchée Aey en 
fonction de x ait un signe constant, quels que soient les signes 
des variations indépendantes desquelles dépend la variation de u. 
Or le signe de la variation de u dépend de celui de sa partie prin- 
cipale $Uj tant que celle-ci n'est pas nulle. Mais iu se compose de 
deux parties , dont la première H change de signe lorsqu'on 
change en même temps les signes de toutes les variations qui sont 
indépendantes parmi les variations ^Xq, dy^y dj^^,..., dx\y,. 
La partie f&3jdx change de signe lorsqu'on change, pour toute 
valeur de x, le signe de la fonction arbitraire iy. Donc du peut 
changer de signe, s'il n'est pas nul. Donc, pour que la variation 
complète de u ne change pas de signe, il faut que $u soit nul, 
quelles que soient les variations des variables indépendantes. 

Or $u se compose de deux parties, qui dépendent de deux 
systèmes de variations indépendants entre eux, et dont chacun 
pourrait tour à tour prendre une valeur numérique prépondérante 
et donner son signe à l'ensemble s'ils n'étaient pas nuls séparé- 
ment. Il faut donc que, séparément, on ait 

et, comme l'intégrale ne saurait être nulle, quel que fût Sjr, si l'on 
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n'avait pas 6 = 0, on trouvera donc enfin qu'il faut satisfaire aux 

deux conditions 

H = o, e = o. 

On verra de mémey dans le cas de deux fonctions inconnues 
jr et z [972], que l'on doit avoir en général 

H = O, H = G, B^ = Oy 

et ainsi de suite. 

974. Ordre de l' équation différentielle. — Dans le cas d'une 

seule fonction inconnue, soit j'^"^ la plus haute dérivée contenue 

dV 
dans V, et-r — — == T. L'équation = o contiendra [970] laquan- 

tilé -7-;^9 et, si T renferme j^^"^, contiendra, par suite, j^^^K 

Donc l'équation = o sera généralement de l'ordre an. Elle 
serait d'un ordre inférieur si T ne contenait pas j^"\ c'est-à-dire 
si jr(«) n'entrait que linéairement dans V. 

Dans le cas de deux fonctions inconnues j^, z, si les plus hautes 
dérivées contenues dans V sont^'^"^ et 5^"'^, on aura deux équa- 
tions simultanées dont les ordres seront, pour l'une, a/i par 
rapport kj'y n-h m par rapport à z ; pour l'autre, n-h m par rap- 
port kj'f^m par rapport à z. L'ordre du système sera donc, en 
général, égal à 2/z + 2/71. 

975. Abaissement de l'ordre de l'équation différentielle. — 
Considérons le cas d'une seule fonction inconnue. L'équation 
différentielle sera 

(3) ^-^^^- •--- 

On peut abaisser son ordre dans les cas suivants : 
1° V ne contient pas j, et l'on a P = o. Alors il vient, en inté- 
grant une première fois. 

Si V ne contient ni j^ ni^', alors P = Q = o, d'où, en intégrant 
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deux fois, 

R — ^ + . . . = Cx -h C, 

ttx 

et ainsi de suite. 

0? V ne contient pas x* On pourrait, dans ce cas, prendre y 
pour variable indépendante, ce qui ramènerait au cas précédent; 
mais il est plus simple de procéder comme il suit, On a alors 

Or, d'après l'équation (3), 






donc 



On a, d'ailleurs, 



= S:r 



/// 






4) 



et ainsi de suite. Donc 

( =C+(Q-S*g-...)/*(»-g-....)^H-(S-...,/-^.... 

équation de l'ordre a/i — i seulement, dont le second membre a 

une forme analogue à celle de H. 

dV 
3® V ne contient ni x ni r. Alors -— = o, P = o, et l'on a 

rfV = Q^/-f-Rrf7"-h ..., 0= '^a'^T^ """ — 
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Cette dernière équation donne 

et, en substituant cette valeur dans Téquation (4), celle-ci de- 
vient 

(5) v=CH-c'y-h(R-^4-...^y'-+-(s-...)j-'4-..., 

équation d'un ordre moins élevé d'une unité que (4). 

De même, si V ne contient aucune des quantités or, r, y\ alors 

r)V 

— = P = Q = o, et Ton a 

R — -; h • • • ^= C X -f- C . 

dx 

Mettant ces valeurs dans Téquation (4), elle devient 

V= C — CVh- (C'.r + Qr))" -h (S— . . Or"-^ . • - 

équation de Tordre in — 3. Et ainsi de suite. 

On voit donc que, si dans un problème de Géométrie plane on 
arrive à une équation différentielle du second ordre, et que V ne 
contienne ni x nij^, on pourra abaisser immédiatement Tordre de 
Téquation de deux unités, ce qui revient à trouver deux intégrales 
premières, entre lesquelles il ne restera plus qu'à éliminer j'. Si 
donc V ne contient que j^, on arrivera immédiatement à une 
équation finie. 

On opérera d'une manière analogue dans le cas de deux fonc- 
tions inconnues. 

976. Détermination des constantes arbitraires, — Dans le cas 
d'une seule fonction inconnue, l'intégration de Téquation © = o 
amène, en général, in constantes arbitraires. Pour les déterminer, 
on se servira de l'équation H = o, et nous allons voir comment, 
dans chaque cas particulier, cette équation fournira autant de 
relations qu'il en faut joindre aux conditions aux limites pour 
déterminer ces m constantes. 

i^ Les quantités aux limites ne sont assujetties à aucune condi- 
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tion. Pour chaque limite , on aura une relation de la forme 

A^x 4- B(3>* + C(3y' -h . . . = 0, 

où entrent Sx, Sj, dy, . . . , â/f'»-*^ En égalant à zéro les n H- i 
coefliciepts A, B, . . . , relatifs à chaque limite, on obtiendra an+ 2 
équations, qui, jointes à Téquation intégrale de 6 = o prise aux 
deux limites, donneront en tout an + 4 relations pour déterminer 
les 271 constantes arbitraires et les quatre quantités Xq^J'o? «^i ^JTi* 

S'il y a deux fonctions inconnues, Téquation H = o fournira 
a(rt-|-/n-f-i) relations ; les intégrales des équations = o, 3- = o 
en fourniront quatre, ce qui fait en tout a(7^-h 7/2)4- 6 relations 
pour déterminer les 2(72 + /7/) constantes arbitraires et les six 
quantités Xo,j^o9 ^07 ^19 Xn ^i- £t ainsi de suite. 

2^ La. courbe obtenue aboutit à des points fixes. Alors Sxq, d> o» 
dxiy ^1 étant nuls, on a quatre équations de moins, qui seront 
remplacées par la connaissance des quatre quantités Xoi j) 07 -^i ^Ji • 

De même dans le cas de deux fonctions inconnues. 

3^ La courbe est assujettie à certaines conditions aux extrémités. 
Par exemple, on donne la direction de la tangente au point 
(xoy j'o)- Alors, Sy^ étant nul, on a une condition de moins ; mais 

dr 
elle est remplacée par la connaissance de la valeur de — pour 

Si l'on demande que les tangentes aux deux extrémités fassent 
entre elles un angle donné, un angle droit par exemple, on aura 

./ 

On aura un coefficient de S de moins à égaler à zéro; mais 
l'équation qui en serait résultée est remplacée par l'équation 
y^y^ = — I, oùj^'jj etj^'^ sont tirés de l'équation intégrale, dans 
laquelle on fait, après la différentiation, x = Xo, puis x = Xf 
4® Si le point (j:^oj J'o) doit se trouver sur une courbe donnée 

on aura alors 

d'où l'on tire ^0 en fonction de Sxo' On a alors une équation de 
moins, qui est remplacée par celle de la courbe. 
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5® Dans le cas de deux, fonctions inconnues, supposons la courbe 
cherchée assujettie à rester sur une surface donnée 

Alors, on aura à la fois 

eJy-h^^z = o, F'(v)dy-f-F'(«)^5 = o, 

d^où Ton tire Téquation unique 

e B- 



F'U) t";z) 



» 



dont Tordre sera le plus grand des deux nombres â/z, a m, et que 
Ton ramènera, au moyen de l'équation F = o, à être une équation 
entre deux variables x et j ou x et 5. 

On agira de même pour les autres cas qui pourront se pré- 
senter. 

977. Maxima et minima relatifs, ou problème des isopéri- 
mètres. — Ces sortes de questions tirent leur nom de la première 
d'entre elles qui ait été résolue, et que nous avons déjà indiquée 
dans les n*>» 966 et 967. 

On sait [408] que, pour obtenir le maximum ou le minimum 
d'une fonction u =y (x,j', ;?,...) de plusieurs variables, lorsque 
celles-ci sont assujetties aux conditions exprimées par les équa- 
tions 

= 0, /, = o, . . ., 

on devra chercher le maximum ou le minimum absolu de la 
fonction 

n -+- >y 4- a/ -^ . . . , 

OÙ l'on considérera toutes les variables x, y% z, ... comme indé- 
pendantes, X, [Xf ... étant des facteurs constants indéterminés. 
Les valeurs que Ton obtiendra pour .r, 7 , r, . . . seront des fonc- 
tions de y^, fXy .... En substituant ces valeurs dans les équations 
de condition ç = o, j^ = o, . . . , celles-ci donneront les valeurs 
de X, fx, . . . . 

Cette règle, étant applicable quel que soit le nombre des va- 
riables indépendantes, le sera encore à la limite, quand ce nombre 
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sera infini, comme cela a lieu dans les questions qui dépendent 
du Calcul des variations. 

Soit proposé, en effet, de trouver la valeur dey qui rend maxi- 
mum ou minimum l'intégrale 



' Urf.r, 



cette fonction j^ étant assujettie à la condition qu'une autre inté- 
grale définie 



<• 



P= I \dx 



(Vêtant, ainsi que U, une fonction donnée de x, y, j'^y", ...) 
prenne une valeur déterminée a. Soit X une constante indéter- 
minée, et cherchons le maximum ou le minimum absolu de l'ex- 
pression 

ou, ce qui revient au même, Xa étant constant, celui de 

La fonction y que l'on trouvera rendra la quantité w maximum ou 
minimum parmi toutes les valeurs qui correspondent à une valeur 
donnée de X, quelle qu'elle soit. Si maintenant, à l'aide de la valeur 
trouvée pour y^ on calcule l'intégrale u, cette intégrale sera une 
fonction de X. En déterminant X de manière que v prenne la va- 
leur a, y sera alors la fonction qui rend maximum ou minimum 
la quantité u-\-\[v — a) parmi toutes celles qui répondent à la 
valeur de X qui rend ç» = a. Ce sera donc la fonction cherchée. 

On opérerait de même si, au lieu d'une seule condition i^ = a, 
on en avait plusieurs : 



«1 ^i^'ïi. 



. • • . 



978. On peut encore démontrer cette règle comme il suit. 

L'intégrale u devant être maximum ou minimum et l'intégrale v 
constante, les variations de ces deux intégrales seront nulles, de 
sorte que l'on aura à la fois 

$U = 0, ^P = o. 
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En transformant maintenant ces deux variations au moyen de l'in- 
tégration par parties [970], on aura les deux conditions 

' e(î>'^/x = 0, H-t- 1 Afydjr = o. 

Si Ton pose maintenant 

(l) r Air(fa:='i,[x), 

la fonction ^{x) sera telle, que Ton aura à la fois 

puisque Xo est la limite inférieure de l'intégrale (i), et 

(3) H-4-.;.(.rO=o, 



à cause de di^ = o. 

L'équation (i) donne, en diflTérentiant, 



'(.ri 



et, par suite, l'équation $u = o devient 

ou, en intégrant par parties, et ayant égard aux équations (2) 

et (3), 

Dans cette équation, ^{x) est tout à fait arbitraire entre les limites, 
comme $/ l'était dans les questions de maximum ou de minimum 
absolu. Nous en conclurons donc, de la même manière, 



''-[?].«=<" "i^- 



La seconde de ces équations donne 



5—1 

A" ' 
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A étant une constante arbitraire, et, par suite, on a aussi 



[-:]=-^- 



Les équations précédentes pourront donc se mettre sous la forme 

G + ).H = o, 0-f->A = o, 

c'est-à-dire que l'on obtient les mêmes équations que si l'on cher- 
chait le maximum ou le minimum absolu de l'intégrale 






§ m. 

EXEMPLES d'application DU CALCUL DES VARIATIONS. 

979. I. Trouver la ligne de longueur minimum entre deux de 
ses points. 

L'intégrale qu'il s'agit de rendre minimum est 






La quantité sous le signe f ne contenant ni x, ni^, ni Zy les équa- 
tions 

donnent 



ou, à cause des valeurs O = ^ q = 

' *" ./_ . ..99 . _/* ' 



y = Cn z' = c,. 



d'où 

équations d'une ligne droite. 
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L'équation H = o devient 

[(V — Q j'— <i^ ) ^x -*- Q<î>' -h 7^z]i = o. 

On aurait pu arriver directement aux équations (i), en calculant 
immédiatement la variation 



r» / 7i Tili i ' v'Jr'-hz'dV ^ 



O] 






et de même pour Tautre terme. Donc on aura 






= 0, ^- =: n^ 



puis, en remplaçant, dans la partie intégrée, 5^', dz par oj' — y^oXy 

r y[;^r-y$x) -h z\^z - z'dV)! 

ou, en réduisant, 

(3) [$X-^y$f-\-z'$z]\=zO. 

980. Si les extrémités sont fixes, leur connaissance détermine 
les quatre constantes d, G',, Ca, C^. 

Si l'une des extrémités est assujettie à rester sur la courbe re- 
présentée par les équations 

# 

alors on a 

(5) ^^^s^-^^h'^-^ -^^Zo = o, -^-iVo-^ ;7^^.»o-+- -T^o^nro. 
^ ' oxo ojq Ozq ôxfi ojq Ozq 

L'équation (3) se réduit à 

(6) ^ro-^y^^jo-h z^^Zq-=Oj ou drf^^Xfi-^ cl) ^h-Q-h dto^ZQ =z o, 
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c. 


c. 


df 


àr 


àjTt 


d^o 


àx 


àx 


<J/o 


ÔZq 



équation qui exprime que la droite (2) est normale à la courbe (4). 
En y joignant les équations (a) et leurs difieren délies pour x = x©, 

djr^ = Cl r/jTo, dzQ = Cj d^Q, 

on aura le nombre d'équations nécessaire pour déterminer les 
quatre constantes C^ C,, C2, C'^. En effet, les dernières équations 
donnent, avec l'équation (6), 

^xo + Cl $jo -4- C,(î«o = o, 

équation qui, jointe aux équations (5), conduit à la suivante : 



ôxq Oxo Ozq =0. 
àx 

ÔJCn 



Cette équation, jointe aux équations (4) ^t aux équations 

jr^ = C| OTo -f- Cj , Zq = CjOTo -h Cj , 
^1 = Ci^i -I- C^, 2i = Cj.ri -+- c,, 

OÙ 0:1,^-4, Zi sont donnés, formera un système de sept équations, 
d'où l'on tirera les sept constantes inconnues Xoyjof Zoy C|, C^ , 

On traiterait de la même manière le cas où l'extrémité (X| y^i, Zi) 
serait assujettie à rester sur une autre courbe donnée. 

On procéderait semblablement si l'une des extrémités ou toutes 
les deux étaient assujetties à rester sur une ou deux surfaces 
données. 

981. Trouver la ligne la plus courte sur une surface donnée 
(cligne géodésique), — Soit 

l'équation de cette surface. On en tire 



64 LlVftE IV. ^ GUAP. VI, I III. 

avec l'équation 

y' «' 

ou 

6Yd -f- + âzd-r = o. 
as as 

Par conséquent, à cause des équations 

dx oy dz 



dx ,dx dy ,dy _, , 

ds ds ds ds 



on en conclura 



^S=î4(£)"-(ï)'-(S)']=». 



dy ,dz dy (ly dz ,dz dx 

d-f- rf-. ■T-d-j-'^-'d-^ d — 

ds ds as ds ds as ds 



r > 



dy dz dy ôs dz ds dx 

équations qui expriment que le plan osculateur de la ligne cher- 
chée est, en chaque point de cette ligne, normal à la surface 
donnée [697]. 

Soit, par exemple, la surface 

j' -h s* = a*. 

A cause de -r- = o, on aura ici 
Ox 

dx dx 

d--=o. dou — - =r C; 
ds ds 

la tangente à la courbe fait un angle constant avec Taxe des x. 
Ensuite on trouve 

/ r*\ <?• dv^ 



"*"'-' =111^ ^. = C'Vx», 



d'où 



«' - ^■« 



j = asin^^+C'V z = acoi(^,+C''y 



équations d'une hélice [722]. 
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Si les extrémités sont données, on déterminera lès constantes 
de manière que la courbe passe par ces extrémités. 

982. Cherchons Téquation de la ligne géodésique dans un sys- 
tème de coordonnées curvilignes quelconques u, v. Il faut déter- 
miner [TIA"] le minimum de Tintégrale 



s =J^Edu^ -h ^Ydudi^ -H Odu^, 



prise entre deux limites constantes. On a, par les règles du calcul 
des variations, en prenant \f pour variable indépendante et faisant 

Sv =0, 

dV= 1 -L- l ^du^ -^ 1 -r^ du€Ï9 -\- -^idiA^u -^ ^[Zdu -{-Y dv]d$u 
J :kds l^\àu du Ou J ^ ' J 

= ^u -h I — - ( ^-- É?tt* -+- 2 -^ dudv -f- -— £/i»M 

L «* Jo J "^ds \au ou ou J 

— Hu.d-^ 



' 



ds 



En ayant égard à la valeur de cosÔ trouvée au n® 719, et égalant à 
zéro le multiplicateur de iu sous le signe d'intégration, il vient 

à^ J, . àF . ^ dG^, ^ .( I- JK 
-r— du^-h 2^- dudtf -f- -V- ^1^*= 2ds.d[\/E,cos9), 
ou ou ou X T / 

ou, à cause de yE.sinS.rf5 = rf^^^EG — F=*, 

Edu -f- Fdv 



E 
Edu-^Fdv 



dE — ns/EQ—FKdvde 

(^du -^^dç] — iJÊÔ^^\dvdQ 
\Ùu Ov J 



^l\E^du--^(E^-}--^F^-^dudv-^F^dA^ 
El d« \ di^ du] ài^ A 

ÔE 
En supprimant de part et d'autre le terme -p da^ et divisant par 

rfi', on obtient l'équation différentielle des lignes géodésiques 

(l) iJEO'-F^,dQ= -dE-h -^du— 1-^du — -j- dv. 

^ ' ^ E oc Ou ou 

H. — Cours de Cale, infîn., III. 5 
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On pourrait éliminer dO au moyen de la relation 

E fia F 



cot6 = 



VeG — F* ^«' VEG — F' 



qui se tire des formules du n^ 719 ; mais il est plus commode de 
conserver la forme (i). 

Uéquation aux lignes géodésiques devient, dans le cas de 

F=o[720], 

^ \ Ôv OU 

et les autres formules se réduisent à 

/- /— /Ë du 

diCosO = ^/E.du, r/.f sin Ô = y G . rfr, *^'^ ^^ V/ r"*3~' 



rr 



983. La condition w = - étant vérifiée lorsque les lignes 

^ = const. sont les lignes de plus courte distance entre les lignes 
u = consl. [960], il s^ensuit de là que Téquation (2) doit alors 
être vérifiée pour rf^'= o, auquel cas sin 0= o, dO = o, et l'équa- 
tion (2) se réduit à 

ÔE 

— = o. 

Donc E est une constante ou une fonction de u seulement. 
Puisque cos 6 = i ^ on a. ds = duS = y/E.rfw, ce qui devait être, 
cette expression étant ce que devient la valeur générale de ds pour 
di^ = o. 

On peut maintenant supposer que u exprime la longueur de 
l'arc d'une ligne du système i' = const., compté à partir d'une 
ligne fixe qui la traverse. Alors duS =^ du, d'où ^ = i , E = 1 . 
Ainsi, du sera l'élément d'une ligne de plus courte distance dont 
la position est déterminée par la variable v. 

Si l'on imagine que toutes les lignes géodésiques v = const. 
partent d'un même point o, on pourra prendre pour v Tangle 
que fait une quelconque de ces lignes avec une d'entre elles, consi- 
dérée comme fixe, et que l'on représentera par v =z o. Les lignes 
u = const. seront alors les cercles géodésiques, trajectoires ortho- 
gonales des lignes p' = const., de sorte que u et j^ seront ce que 
nous avons désigné au n° 698 par s ei(f. 
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984. Dans le cas où, les lignes (^ = const. étant des lignes 
géodésiques quelconques, les lignes u = const. sont leurs tra^ 
jectoires orthogonales , du Félément de la ligne 1^ = const., et 
E = I, l'équation (2) du n** 720 devient 



4«-=(ëy--s 



L'équation aux lignes géodésiques (2) du n*' 982 se réduit à 

7,\lG,dB -if -T- dvz=io. 
ou 

Si Ton pose , pour abréger, yG = m, alors ces deux équations 
prennent la forme plus simple 

(3) h'Z=Z -—-, dO=Z r— rff. 

^ ' tu Ou* ou 

Dans le cas où, les lignes v = const. partant d'un même point, 
les lignes u = const. sont des cercles géodésiques, l'élément de 
cercle géodésique sera 

Pour u infiniment petit, le cercle sera un cercle plan de rayon h. 
On a donc alors d^s = udv^. Donc 

,. m ,. dm 

lim — = lim -r— = I . 

K=o u ,1=^0 ou 

985. Considérons actuellement un triangle formé par des lignes 
géodésiques. Menons la ligne fixe AB (t>' == o) et la ligne AC 

Fig. (jo. 




(i^ = A), et soit BC {fig' 90) la troisième ligne géodésique qui 
achève le triangle. Soient B = tt — 9o> G = 6| les deux autres 

5. 
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angles du triangle. Calculons la courbure absolue de ce triangle. 
La mesure A^ de la courbure en un point étant exprimée [TIO] 

par /r = — > on en conclut d^ = kdS, et, par conséquent, la 

courbure absolue a pour valeur 

Onad^ailleurs[984et982] 



I d»m 

A- = r— r- 1 rtS = m dudv, 

m Ou^ 



Donc 



c étant une constante arbitraire. Or, la quantité sous le signe J*, 
dans la dernière intégrale, est la courbure absolue de la portion 
de surface comprise entre les lignes i' = i' et i^ = v + dv. Mais, 
pour u = o, la courbure absolue s'évanouit; donc, pour m =: o, 



/*(i^-^^)=«- 



Or, pour u = o, -^ a pour limite Tunité [984], Donc c = — i , 
et par suite [984] 



^=p''[^-^£)=fdu^Sài- 



Pour étendre cette expression à tout le triangle, Il faut faire 
varier (^ de o à Â, et de do à 5j. Donc 

Donc la courbure absolue du triangle ABC est égale à Taire du 
triangle sphérique tracé sur une sphère de rayon = i et ayant ses 
angles égaux à ceux du triangle géodésique. 

On étend facilement ce théorème aux polygones formés par des 
lignes géodésiques. 

986. Exemples, — i® Pour Thélicoïde gauche, représenté par 

les équations 

x = rtcosp.i/, ^ = «sini'.«, zz=.bs\ 
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les lignes i^ = consl. étant des lignes droites et par suite des 
lignes géodésiques, on a, en échangeant entre elles les variables 
li et f' dans les formules du n^ 734, 

d'où, en substituant dans Féquation (2) du n° 720, qui devient, 
pour E constant, 

comme nous Tavions déjà trouvé. Ensuite 

ds CCS z= a duy ds sin B = \/a* «* 4- ^' . dp^ 



d'où 



du /— dv 

— sinôrfO = «£/— = — rfôJG -Tî 

ds ^ ds 



substituant cette valeur de dO ^G dans l'équation (2) [982], elle 
donne 

dsd -r- = udv^. 
ds 

En développant et mettant pour ds^ sa valeur a^du^ -+■ Grfr*, 
d'où dsd^s = a^du^d'^u-h dsf-), il vient 

(«"«' -*- ^ ) (^^ - "j - ""^ '^ rfï^ = ''• 

Cette équation, ne contenant pas explicitement la variable indé- 
pendante \fj est susceptible d'abaissement [872]. Si l'on pose 

du^ ., 

— — = w, il vient 

dv* 

d^H I di%» 

dv* 2 eiu 

et l'équation prend la forme 

dw ^a^u 



W=l 2tt, 



- du a* a* -*- ^* ' " ' 
équation linéaire que l'on sait intégrer [821]. 
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987. Q? Étudions encore les lignes géodésiques de Fellipsoïde. 
Des équations [721 ] 



on tire 



b sjc^^b* .y =z v/a* — h^ yju^— b* y '^* — •* » 



3^c« — bi.r'=J\^ — bK ^ — . 

n — Ti / /^i ; «v^c* — «•* 

r V'<^ — o*.z' = — v>' — <- • » 



V//>* — r* 



n — 7ï ^^ — i l'v/^*— "* 

On en conclut, toutes réductions faites, F = o, puis 

(ji' ^«* — b^][c^ — u^ j^ du \b^ ~—v^)[c* — !•*)" 

Diaprés ces valeurs, en remarquant que les équations 

donnent 

I . ds^ 

VEG = sinô cosô -; — - » 

du av 

1 sin5 cosôr/9 . - — - = —- f/tt ^— rfr, 

dudv av ou 

l'équation aux lignes géodésiques [982] devient 

« ^ >r àE^ fduy dG ^ fdvY ÔE , cos«6 dG ^ sin» 
Ov \dsj ou \dsj ov E ou G 

9.vdv ., o.udu . _^ 

= ; r COS*6 :; r Sin'ô, 

II* — r' II- — »'* 

ii'rf(sin'O) 4- i'*i/(cos*ô) -h sin'0£/(a') -+- co8'6i/(p') =o. 



.^^ 
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d'où y en intégrant^ 

(1 ) tt* sin'ô -h p' cos* e = C, 

équation qui a lieu en tous les points d'une ligne géodésique d'un 
ellipsoïde. 

Remarquons que cette équation a lieu aussi pour tous les points 
d'une ligne de courbure, comme on le voit en faisant d = o ou 

9 = -» ce qui donne les équations i^ = const. ou u = const. des 

lignes de courbure. 



988. Si l'on met pour sin^Ô, cos^ô leurs valeurs 
sin' = —rr- = ^ . . tt-t: 5 ces' == 



ds* Edu* -h Gdu* Edii* -+- G^i^' 

l'équation (i) devient 

(1) Edu* (r« — C) 4- Gdi>* [il* — C) = o, 

ou, en mettant pour E et G leurs valeurs, 

du v/à* — II* dv \J\* — v^ 



(3) 



^(i**__/,î) ^c»— «*)(!«« — G] ^(^« — ^,»)(c*_^.î)(C— f*) 



équation différentielle des lignes géodésiques de l'ellipsoïde, dont 
l'intégrale dépend des fonctions abéliennes. 

Pour avoir la longueur d'un arc de ligne géodésique , mettons pour 
Gd\^^ sa valeur tirée de (a) dans la formule ds* =z^du^'\~Gdv^, 
puis pour E sa valeur tirée du n® 987. Il vient 

Y.du* [u* — P*] _ [a^-^,.'^Y[\^^u*) , 

d'où, en extrayant la racine carrée et ayant égard à l'équation (3), 



u* J\* — //* . du c' J\* — V* . dv 

ds = ^ — "^ 



^l^u* _- ^*) ^c* — u') [u* — C) ^[b^ — »•*) (c* — (»*) (C — V*) 

L'arc géodésique est ainsi exprimé par la somme de deux inté- 
grales abéliennes. 
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989. Si Ton fait b = o^ on obtiendra un ellipsoïde de révolution 
aplati, et les expressions précédentes se ramèneront aux intég^rales 
elliptiques. Eln effet, dans ce cas, on remplacera Thyperboloïde à 
deux nappes par un plan 

et les équations des deux autres surfaces deviendront 

.r' -f- j' z' .r* -f- X* z* 

En opérant comme au n® 721, on trouvera 
d'où 



).M Inv ^^(a* — <r^) (f*— //*) 



» > = 



V^ I -+- i'* "^ C y^ I H- v* 



> z = 



C V I H- i»' C i/ I -+- v* c- 



.T = % y= y s =:: =^= 

c^i -f- V* c-y^i -h p* cy/c* — M* 

). ««• > // 
x,= ^, r,=: jj 2,= o, 

(^p ' du u 

L'équation des lignes géodésiques se réduit à 

dQ 



G = 


).««» 


c«(i4-»'')* 


ÔG 


iG 



2. i/ËG.r/ô = — --</(;. 

Par un calcul semblable à celui du n® 987, on en tire 

. .^ </i/</f ()G , dG , sin'O o.fiu . . . 

2SmôCOSÔé/0= T-r- -T-^i'^ r— £/«-—— = Sm' 0, 

du cos5^/Ô . ^ _, 

i r— r- = o, aSind=:C, 

li sinô 

G étant une constante arbitraire. 



— 1 
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Cette équation peut s'écrire 
OU, en mettant pour G et ds leurs valeurs, 






équation qui s'intègre au moyen des transcendantes elliptiques. 
Pour l'élément d'arc, on trouve 



i/G . >mV/i' v/^* — w*. ufiu 

fis =Z U dv =2 ; -r = — -- =^= > 

ce qui conduit encore aux transcendantes elliptiques. 

990. Si dans l'équation 
(i) II* sin'O -+- «»' cos*0 = C 

on fait u^ = C, il viendra, u étant généralement différent de i', 

( tt* — i* ) COS' = O, 



d'où résulte 



COSÔ = O, =: -• 



Donc, au point où u- = C, la ligne géodésique sera tangente à la 
ligne de courbure M = const. De même, pour %^'= C, la ligne géo- 
désique sera tangente à la ligne de courbure u = consl. Ainsi ' 
u-= C et v- = C déterminent les points où la ligne géodésique est 
tangente aux lignes de courbure. 

991. Pour un ombilic, on a [686, (II)] 

r = o, or =r - A. 

c 

La condition j' = o donne 

» 
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On a d'ailleurs 

jr=-r— » dou 0^ = UV; 
oc 

réquallon j^ = o devient donc 

Uv[ll — p)'=r o, 

d'où Ton tire 

Maintenant Téquation it^ sin^fl -h i^^ cos^6= G donne, pour ces 
valeurs y 

Telle est la valeur de la constante C pour une ligne géodésîque 
passant par un ombilic. 

992. Supposons que Ton ait tracé deux, lignes de courbure d^un 
m^^me système u = const., et renfermant dans leur intérieur deux 
ombilics voisins. Considérons les lignes géodésiques menées d'un 
point M de la ligne extérieure tangentiellement à la ligne inté- 
rieure aux points A et A^ Ces deux lignes géodésiques étant tan- 
gentes à une même ligne de courbure, la constante C sera la même 

pour toutes les deux [990]. On aura donc, au point M (m, i'), 

■ 

«* sin' 6 -f- f* ces* ô = tt* sin* 6' -f- c' ces* 0* 
ou 

et, puisque u et i^ sont différents entre eux, il en résulte 

sinô = sinô', G = 0'. 

Donc les deux lignes géodésiques sont également inclinées sur la 
ligne de courbure ^'= const., et par suite aussi sur Tautre ligne 
de courbure u = const. 

Le même théorème a lieu lorsque, au lieu d'être tangentes à la 
même ligne u = const., les lignes géodésiques sont menées par les 
deux ombilics. 

On déduit de là, par une démonstration toute pareille à celle 
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que Ton emploie pour trouver la tangente à Tellipsey que la somme 
des lignes géodésiques qui vont des ombilics aux divers points 
d'une ligne de courbure u = const. est constante, de manière que 
cette ligne de courbure peut se décrire au moyen d'un fil dont les 
extrémités sont fixées aux deux ombilics et que Ton tient tendu 
sur Tellipsoïde, absolument comme on décrit une ellipse au moyen 
d'un fil dont les extrémités sont fixées à ses deux foyers. 

On verrait de même que la différence des distances géodésiques 
des divers points de la ligne i^ = const. aux deux ombilics est 
constante. 

Supposons enfin un fil fermé, enroulé autour d'une ligne de 
courbure u = const. et tel que, en le tenant tendu sur la surface, 
le sommet de l'angle formé par ses deux branches soit au point M 
d'une autre ligne u = const. Imaginons que la longueur du fil 
varie, s'il est nécessaire, de manière que le sommet des deux 
branches se trouve en un autre point M| de la même ligne de 
courbure. Puisque MA et MA' sont tangentes à une même ligne 
de courbure zi= const., elles coupent sous des angles égaux ou 
supplémentaires la ligne t^ = const. menée par le point M. Donc 
elles font des angles égaux avec l'arc MMi . On conclut de là que 
la longueur AMA'A', est égale à la longueur AAiMiB», A| et B| 
étant les points de contact des lignes géodésiques partant de M, . 
Donc, un fil fermé étant enroulé sur une ligne de courbure 
u = const. et étant tendu sur la surface, l'intersection mobile de 
ses deux branches décrira une autre ligne de courbure du même 
svstème. 

993. II. Troui^er la courbe d'aire maximum parmi toutes les 
courbes isopérimètres. 

On demande que Ton ait 

' ^£/*= maximum, pour *'= / cis = rt. 

u faut, par la règle du n® 977, chercher le maximum absolu de 
l'intégrale 



«' 



« -4- ^f = / (r -f- > -~ I ^•'•• 
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La variation de cette intégrale est 



d^ailleurs 









d*oii, en réduisant, comme au n? 979, 



On en lire d'abord successivement 

- .dr , (.r~-C]dx 

^* ' ^X*— (x — CJ* 

(*-c;«+(r-c')'=À«, 

équation d'un cercle de rayon 1. 

Si les extrémités (x©, jKo), (-^^i» J^i ) sont données, on aura, pour 
déterminer G, C, X, les trois équations 

j (x,-C)'+ (v.-C )• = !«, 

, . X, — C Xq — C ^î 

( 2 ) arc cos — : — — arc ces — : — =: - • 

^ ' A A >. 



Ln posant — :^ — = Ço» — ; — = Çi, il vient 



C = Xq — ^005^1^^ = jTi — Xcos^i, 
C = Xo — X sin«po =ri — X sin yi, 



d'où 



COURBE d'aire MAXIMUM. 



jTj — Xo= 2 A sin ' ■- sin » 

2 2 



Xi — J'^=z— 2A Sin ^— cos ^ 



// 



5in?!>:^--i 



2 =^\A-^i-'^'o)*-H(ji-7o)' = sin^, 

tane^^ — = . 

2 JTi — Jo 

Au moyen de ces équations, on trouvera d'abord X par la résolu- 
tion d'une équation dç la forme 

/• . a 

— — sm — ; 

2A !2A' 

puis on en tirera y© et cp,, et par suite C et C. 

Si les extrémités (j^o>jro)> (-^oJtO sont arbitraires, l'équation 
II = G donnera, pour chacune des deux limites, 

^ dx flr 

La seconde de ces équations fait voir qu'à chacune des deux 
limites on a 

— =±i, d'où jo = ri = =F>- 
Les équations (i) donneront donc 



et l'équation (2) 



Xq — .ri , 



a 

- = 27r. 
A 



L'arc de cercle est donc égal à la circonférence entière. Puisque 
j:, = .r, = C, d'où (aie )» = ).», C'(C'dt2/,) = o, 
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et par conséquent 

C' •= o, ou bien C = qp 2 ). = 2^0. 

994. Traitons le même problème au moyen des coordonnées 
polaires. On doit avoir dans ce cas, en supposant la courbe fermée. 

' - r^dp = maximuEDy [>our 1 ^dr^ -h r*dp* z=z a. 
o ^ Jo 

On tire de là, les limites de Tintégrale étant constantes, 
l'équation différentielle de la courbe sera donc 

„, (,+.|),*->4;=„. 

La variable indépendante p n'entrant pas dans cette équation, 
combinons celle-ci avec Téquation 

(2) z/Vr^ r^//-+- \d~ =z rdr-^ À ( — r/- ^ rfip—]i 

^ ' dp \ds dp dsj 

dr . . 
en ajoutant à (2) Téquation (i) multipliée par ^j il vient, 

toutes réductions faites, 

- -"-"(Il)' 

d'où, en intégrant, 



ou, en réduisant) 



V z= - 1 » 4- X — = C -h ). — — , 
2 dp dp ds 



2 ds 



COURBE D AIRE MAXIMUM. 

On tire de là 






2C 

P — C= arc sin — * 

V^4/*-+-8C 



(''quation d*un cercle de rayon X. Ainsi X est déterminé, le péri- 
mètre du cercle étant donné. Les constantes C, G^ qui ne dé- 
pendent que de la position du cercle, sont indéterminées. 

Si, au lieu de la courbe fermée tout entière, on demandait seu- 
lement le maximum de Taire d'une portion de courbe passant par 
deux points donnés, les trois constantes seraient déterminées par 
les conditions que Tare soit de longueur donnée et passe par les 
deux points donnés. 

995. Soit proposé de trouver, parmi toutes les lignes de lon- 
gueur donnée tracées sur une surface donnée, quelle est celle 
qui comprend une aire maximum. Si Ton désigne par ds l'élément 
d'arc de cette courbe et par rfS l'élément d'aire de la surface, il 
faudra que, pour des limites convenables, on ait [977] 

Supposons maintenant que l'on ait tracé sur la surface un 
système de lignes u = const., dont la ligne cherchée fasse partie, 
et le système des trajectoires orthogonales y = const. des lignes 
u = const. Alors toute ligne infiniment voisine de la ligne cherchée 
11=. uo pourra être représentée par u = iio-t- 5a, le signe S expri- 
mant que l'on a fait varier u seulement, en laissant ^ constant. La 
variation de l'aire S, étant l'aire comprise entre les courbes u = Uo 
et u = Mo-h<î"i aura pour expression f Su d^f [720], et, par suite, 
la variation de la différentielle dS de cette aire sera 
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Ici d indique une difTérentiation partielle par rapport k Vj i une 
difTérentiatîon partielle par rapport à u. 

Maintenant, djc^ dy^ dz étant les projections de Tare ds=dvy 
et îx, âj^ 5z celles de Tare 5/i, perpendiculaire à di/^ on a évi- 
demment 

( I ) dx$x -^tly Sf -f- (h ^z =z o. 

Si dans l'expression 

on change u en u -f- 5a, il vient 

(9.) ds$ds=idx$dx-^ dySdy '\^dz§dz. 

En changeant, dans (i), j^ en v'-hrfv', après avoir divisé par dsy 
on trouve 

ds ds ils ds ds ds 

et, en combinant cette équation avec (a), 

(3) §ds:=z—{lrd'^-f-\-Sfd'^^èzd^\. 

^ ' \ ds ds ds] 

Or -r^» ~> ^ sont les cosinus des aneles que fait Taie ou avec les 
Su $u Su & n 

, , i jdx j fix j djr (i j dz 

axes coordonnés : -ra-7-1 •••> ou-7-«-t-> -V-w-t-» -V « -r sont 

Jt a.v «A* a,¥ fW ay /w €is 

les cosinus des angles que la normale principale à la courbe u^Uq 

fait avec les mêmes axes. En appelant donc e Tangle que font entre 

eux l'élément d'arc au avec la normale principale à la courbe u= «o» 

dont l'élément d'arc est ds=: d^, on aura, d'après Téquation (3)? 

I 4 ) ds = — dif Su • 

Cela posé, la variation de l'intégrale f[dS-{-^ds) deviendra 



puL-m.S21l\ 



et, pour qu'elle soit nulle, il faut que l'on ait 



cose , p 

I — ). = o, clou cose=r 
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Donc la courbe cherchée, d*aire maximum, est caractérisée par la 
propriété que, en chacun de ses points, son rayon de courbure a 
une longueur proportionnelle au cosinus de Tangle que fait sa 
direction avec la tangente à la trajectoire orthogonale à la courbe 
sur la surface, ou, ce qui est la même chose, au cosinus de Tangle 
compris entre le plan osculaleur de la courbe et le plan tangent à 
la surface. 

Si la surface est plane, ce dernier angle est nul, d^où p = consl. , 
ce qui donne la propriété du cercle trouvée au n® 993. 

996. III. Déterminer la courbe dont la révolution autour d'un 
fixe donné engendre une aire minimum. 

Il s'agit de trouver le minimum de l'intégrale 2 7r / jds [754 1, 

ou de 



•y x„ 



u = I r-r- d.r. 



En prenant la variation de cette intégrale, il vient 



) 



donc 






ds ' 



L'équation différentielle de la courbe cherchée sera donc 

{ I €JS — a - — '— = o • 

^ ' as 

d'où Ton conclut que la courbe jouit de la propriété exprimée par 

H. — Cours de Calcul in fin., \\\, 
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TéqnattoB 

{a) ^^^-^î^ 

c'esl-à-dîre que la différence entre Tare et la distance entre le 
point {jCfj') et le pied de la perpendiculaire abaissée du pied de 
l'ordonnée sur la tangente en (x,j^) est constante. En intégrant 
de nouveau, il vient 

(3) v'=:(.V-f-C)*H-C'«. 

Or j'2 — (.^ -+- C )- =j^ — Ij "jT ) = 1^ carré de la distance du pied 

de l'ordonnée à la tangente. Donc, dans la courbe en question, la 
tangente touche un cercle de rayon constant C, ayant pour centre 
le pied de l'ordonnée. 

Pour avoir l'équation en coordonnées rectangulaires, on tire des 
équations (2) et (3) 



d'oii 






fl.r __ y i/y* _ 

TZi^ ~" V *~ '^ "" 



r/ 



d'où 






.f-4-C = C'.Sh 
et, en substituant dans (3), 

(4) r = c'.ch— •^, 

équation d'une chaînette. 

Si les extrémités sont données, on déterminera les constantes C^ 
C" par la condition que la courbe passe par ces extrémités. 

Si l'une des extrémités (^oO 0) ^st mobile sur une courbe don- 
nécJ^[jCo, j ) = o, comme on ne peut pas poser j'o = o, il faudra 
qu'on ait 

la chaînette devra donc rencontrer normalement cette courbe. 
Nous disons que l'on ne peut pas poser j 0=0. En effet, le 
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second membre de Téquation (4) ne peut s^annuler pour C difTé- 
rent de zéro, et, en le mettant sous la forme 

• J7 -f- C*' 

où X = — —, — j on voit qu'il tend vers Tinfinî, et non vers zéro, 
\Â 

lorsqu'on fait tendre G' vers zéro, et par suite X vers l'infini. 

Cependant, si les extrémités étaient complètement indétermi- 
nées, la condition aux limites donnerait j'o = o, j^i = o . Ces 
valeurs, incompatibles avec l'intégrale générale (4) de l'équa- 
tion (i), montrent qu'il faut prendre la solution singulièrej'= o 
de cette équation. On peut, en effet, mettre celle-ci sous la forme 



et l'on voit qu'elle est vérifiée par j^ = o, ce qui tient à ce qu'on 
a introduit le facteur étranger djr. Pour l'intégrer sous cette forme, 
posons 

-i- z= -r=;== = f , d'où — — rffo ~o, 
il y tdt Y î 



En Dosant^ = Chcp, on a y' =, Sho = CShcp -?» d'où 



iix 



.r -f- C 
€lr = Cdf, y= — - — 9 etc. 



En appliquant la méthode générale [975, 2°], V ne contenant 
pas X, on aurait pu abaisser immédiatement l'ordre de l'équation 
en posant 

C^V---Q/=rv^7T7^-~il^^= _:!L- , etc. 

997. IV. Parmi toutes les courbes isopérimètres, trousser celle 
qui engendre la surface de révolution d'aire minimum, ou, ce 
qui revient au même, celle qui a son centre de granité le plus bas 
possible. 

G. 
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On doit di\o\rfyds = maximum pour fds = a, ce qui conduit à 
la condition 






Cette équation ne diffère de celle que nous avons traitée dans le 
cas précédent que parle changement de jr en jr -^ X, On aura donc 
pour la courbe cherchée la chaînette 

^ 4-XrzzC'Ch-^^. 

On aura une constante de plus à déterminer et une condition de 
plus I ds = a. 

998. V. Brachistochrone. — Le temps de la chute d'un corps 
pesant sur une courbe quelconque, depuis la hauteur Xo jusqu'à 
la hauteur x^ au-dessus du plan horizontal, est exprimé par l'inté- 
grale 



I /*•*•« 



en posant, pour abréger, 

I 



X = 



11 s'agit donc de rendre minimum l'intégrale 



« = I Xr/j. 

En prenant la variation de cette intégrale par rapport à toutes 
les variables dont elle dépend, il vient 

8u = ÏX^'^^ 1*-+- f VXf/f 4- Xâds) 

= X-— d^r -4- rjx^ \ -r— (Is -h / X$ds. 



BRACniSTOCHRONE. 85 

On a mainlenant 

d'où enfin, en réduisant, 



4- 



Si Ton suppose les coordonnées j^, z indépendantes entre elles, 
on aura, pour les équations difTérentielles de la courbe cherchée, 

d'où l'on tire 

J: = 2î = C, j = C= + C'. 

La courbe est donc située tout entière dans un plan vertical. 

Prenons maintenant ce plan pour plan des o^, ce qui revient à 
prendre la droite y — Cz — C = o pour nouvel axe des z et la 
perpendiculaire abaissée de l'ancienne origine sur cette droite pour 
nouvel axe des y. En désignant par C une certaine fonction de C, 
C, on trouve, par rapport aux nouvelles coordonnées, 

X-f =€"=--=♦ ou T-r^—r^^ '^ 

fis ^a (Lu^-{-djr* a 

ou, en posant x — .rg = $, 
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équation difTérentielle d^une cycloïde ayant son point de rebrous- 
sement en (xq^j^o)) la base étant horizontale et le diamètre du 
cercle générateur = a . C'est ce qu'on vérifie immédiatement en 

faisant j'= - (i — sîni), Ç= - (i — cos^), diflerenliant et élimi- 
nant/. 



999. Si les points extrêmes A(j:o, j)'©)^ B(X| , j% ) sont donnés, 
on déterminera d'abord le plan vertical de la courbe par la condi- 
tion qu'il passe par ces deux points, ce qui fera connaître C = ^^^ 

y Q 

et C. En prenant A pour origine, on a C = — = -r» C'= o. 
Ensuite, 






La condition que la cycloïde passe en B déterminera a, et par 
suite Cj. Si les points (^o>J^'o)> {^\y J'\) sont assujettis à rester sur 
des courbes données, et que Ton suppose le mobile partant de la 
première courbe sans vitesse initiale, l'équation H = o se partagera 
en deux autres : 

L \^is ils • ds ;J.r=ra. 

La seconde de ces équations donne 

( I ) dx^ OXy -4- d)\ ^Ji -f- flZi 03 j :-: O, 

ce qui exprime que la cycloïde doit rencontrer normalement la 
seconde courbe. 

La première équation peut se simplifier. On a, en eflet, pour 
tous les points de la courbe, 



i^%)='" 



rflX^l =o; 



BRACIIISTOCHIIONE. 

or 



= -X.rt 1 i-r r/X =: r/X. 

1 ds^ ds* 



Donc 



et par suite 



D'ailleurs, 



//{X-^l =z --- ds = — -r — ds, 
\ as J dx ox^ 



D'après cela, Téquation relative à la limite x^ deviendra 

^ dy ^ dz , 
mais, X -r et X -— étant constants, on a 
ds ds 

\ «tv/o"~ \ ds)^^ \ flsjo'^ \ dsji' 

Donc 

( 9. ) dar^ «Jxo -4- df^ (Jjo -+- dz^ 9zq = o. 

La tangente à la première courbe au point de départ doit donc être 
perpendiculaire à la tangente à la cycloïde au point d'arrivée, et. 
par suite, si les deux courbes sont dans un même plan, leurs tan- 
gentes aux points d'intersection avec la cycloïde seront parallèles. 
Pour déterminer les constantes Xq^j^q^ ^o> -^i iJi i "i et les quatre 
constantes arbitraires, on aura les quatre équations qui expriment 
que la cycloïde passe aux deux points extrêmes, les quatre équa- 
tions des deux courbes données, lieux des extrémités, et les* équar 
lions (i) et (2). 

1000. VI. Parmi les solides de rés^olution de même sfêFfmce, 
trouyer celui dont le volume est maximum. 
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Les expressions de la surface et du volume étant 
on aura, pour Téquation du problème, 



^j fj^H- V-?:) ^J? — o- 



lu) 



En appliquant la formule V = C -H Qj ' [975, 2*^], on trouve 

f/.r els 

OU 

d'où 

, , , (C — v'irfr 

[1] dx=. ^ •„ '_j£ 



Considérons maintenant l'équation aux limites 



ou 



yix ^- ly —~ =r o. 



L^équation (i) réduit cette relation à 



C[lr,^ $jr,) -^\[x^^jrV-=o. 



Si Ton ne donne aucune relation entre $Xo et $Xi, alors, pour que 
cette équation soit vérifiée , il faudra que Ton ait C = o, ce qui 

réduit Téquation (2) à 

, r fir 

a.r zzi ' 9 

d'où l'on tire 

équation d'un cercle ayant son centre sur l'axe de révolution. 
Donc, dans ce cas, la surface cherchée est une sphère de rayon 2. 
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Si j^oyji sont donnés, on a alors un segment de sphère. Pour 
déterminer Xoy x^, X, on aura les équations 

en représentant par aTta^ la surface donnée de la zone. On tîre 
delà 

d'où 

équation qui donne pour X^ une valeur positive. 
Si ro 6t jKf sont indéterminés, on a 

et^ par suite, la surface est la sphère entière. 

1001 . VII. Troui^er la courbe qui comprend une aire minimum 
entre son arc, sa développée et les deux rayons de courbure de 
ses extrémités. 



L'aire en question a pour expression [829] 



fpds=p.l^d.. 



La fonction V ne contenant ici ni a: ni y, nous abaisserons l'ordre 
de l'équation de deux unités au moyen de la formule 

ÔV V 
qui donne ici, à cause de R= -y— ,^ = -,y 

4 (.r -f- C" ) = C arc tang^ ' + '' ,^ » 
4 [j- -f. C-) =r C'arc tang/ - ^^^T^' 
équations qui représentent la courbe cherchée. 
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Si Ton pose arc tang >^' = 5, il vient, en écrivant C, C au lieu 

, C C 

de 7> -7-> 

4 4 

j:-+-C'=r Cô -h Csinô — G'cos©) cosô, 

X -h C^^ G'O — ^ C cosô -4- C sîn Ô ) cosô, 

équations que Ton peut mettre sous la forme 

x-hC^ \C(o.Q -4- sinaô) — Î-C'(n- cosaô), 
j^ 4- Cri= iC'(2Ô — sinae) — IC (i -f- cosaô), 

ou, en désignant par k et / des constantes convenablement choisies, 

y -f- C,= iC'(2Ô — /) — A-coi(2Ô — /), 

I C I C 

ou enfin, en posant --=//, — ~ z= n', aO — 1=^ t, 

2 A* 2 A' 

— - — =/ï/H-sinf, — ; — '-Tzzn't — cos/, 

c'i, Ca, A", « étant des constantes arbitraires, et /i--+- «'-= i. 

Pour C'= o, on a 

n —-. o, /i ini I ; 

la courbe est une cycloïde. 

1002. VIII. Etant donnée la masse d'un solide de réi^olution 
homogène j déterminer sa forme de manière que son attraction 
sur un point de son axe soit maximum. 

On a la masse = 1:0 fj -dx, et Tattraction sur Torigine égale à 

Trp 1(1 =r- _ _■ i dx. La condition 

20 / (1 - . \ dx -h 'ao I X'd.v = o 

donne immédiatement 

équation de la courbe méridienne de la surface cherchée. On déter- 
minera la constante X par la condition 

"."' / J^^J^= ï* masse donnée. 



2 



• '9 
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EXERCICES. 

I. — Expressions différentielles du premier ordre a intégrer. 

i. (3j:'-+- ibxy— 3x*)dz ■+■ [hx^ — 6x^h- ^cy*]fly. 

(x '\- y) (Le -¥- X dy 

2. - ■ 



3. 



^X* H- 'AXY 

Y(ix — xdr 



4. ( 3^ix* — by) (lx-\- (Z cf^ -+- -ly — bx) dv. 

5, ( y cosx •+■ 2x^ ) fltr -i- ( sinx — a sin^ h- 2 x^ydy ) . 

de , / 1 •'^ \ 

> 1 r-f-x 9..r^(rdx — xdr) 
7. ^xdxloir- 1 ^^-- — —* 

y — 'P y^ — -^'^ 

8 0. r^dr — 3xy^dr-i- Zx^ydx — 'xx^dx -h r^dx — x'^dr 



r/jr j-ï/Zr ^r/r (j^r/jr — .rrtfr)\/.r* -i- 1 - r/v 



X x^ x'^ x^ '2 y 

* 

dx -+- .r' dy -+- ^/)' -f- r* dx 

(I — xr)2 

11. y^dx-+- -î^ r£r H- ,'_ r(r -f- 'ixydy. 

12. dz^i^-r-y^-fdy- — ' » 

^fi*-h y^ 

13. X.* -* /r/x H- xX \ogxdj '. 
(Sx^r— 2x3 _j_ |-3)^/j._^_ (a^-s — 3z:r« — x^)dy 



14. 



lo. 



r^/x — xdy 



(x-+-j)v/2XJ>-2^>» 

. „ x> r/x -+- f ^* — X* ) dy 
10. -^ ^ 

■ 
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17. -^ • 



18. 



f.rr — OLYz)fiz -4- îi f 3* — .rz)fir-*' rzfir 



J* 



19. = fU -h II 



(' 



r\ , .î:* -h )•* — •î'r , 



iO. 



.r r/r — .r^/z -f- 5 r/j» — rrf.r 

t 



!21. (2X — 3j -t- 4«)'^H-(V — 3x — 53)r(^--H (22 -+- 4-^'— V')f^^' 
i2. ax arc sin — «x -+- -7= =^ rA' • ., az. 

(21'-»- 4 ^^^ z* ) xrAr -H I -h 3j' -h 2a'' | >v/r 



J3. 



-t- I .{;*-(- a ffj'-t- 



v^r' 



)zih. 



U. [y 



ih')(Im -+- (z -\- w -h j:)ffy -^ (w -h X H- r) dz -+- (x -h^v 3) fin'. 



^K. 2i/xr— s , rr/r .r\/y—z\/.r. ypc , 

i.>. ^ -^ .._ r/x H r: — 2 — ^^^ — - — ^— du — ^ dz. 



«* V^x 2 «* yfj 



u* 



a- 



2C. — - -4-2X5.Yx ^y-dz-hx^dz rr-dz i^^dy-^-'-dx. 

2 v<r 3 j/s» ** 2 v/x * 



27. 



i8. < 



/v > /'/s — Th^r.dr ■+■ 'XcztLr -+- n y/r.dx — \nxr * dr — ne. rdr 

[ X ( 2^ 2 -f- î /7x» 52 ) dx -h ( ^' H- 3 j -f- 2 xM jy(r 

1 \}Jy^-^z^ J 



( 



(î s* -H 2rtX* H == I S 



r/s. 



^9. 



xdy , dz.yfy ^, ^_ xdz.yfY dY.\^ dx.\fy 



y 7.xzdx — ^^^'Li -^ x'r/z — 

23 V7 3/3* - 



v(F- 
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II. — Formation des équations différentielles par l'élimination 

DES CONSTANTES. 

2. (aH-ZrC)(xï — Cj*) = c*C. 

3. j= 2Cx-+-C'jr«. 

4. X» = Cj? -+- C'j. 

5. ^=Cx»— C'x. 

6. (a:-C)*-Htr-C')* = C'. 

7. r* = C — C'x«. 

8. ^-^-aCr-t-x^^D. 

9. Cx -h C'y = x)^. 

10. j' = logsin(CxH-C'). 

11. (i — x)r=Cx«-f-C'x-i-C'. 

12. y = t'^(C -H C'x -h Cx* ). 

13. j= Cie'-f-C,r-*-+-Cssin(x-+-C4). 

14. ^'=r'(C-f-C'x>-4-C"Sh(x-»-C'^). 

15. Trouver deux intégrales premières de réquation axy-hby=o, — On 

procédera : 

I® Par la séparation des variables ; 
2** En multipliant par y«-*x^-»^x. 

16. Même question pour les équations 

ay-y-r- by^ = o, yy -^x = o. 

17. Étant donnée l'équation 

y* = ax -+■ bx^ -h ex', 

éliminer tour à tour, par différentiation, chacune des trois constantes /?, 
b^ c. — Intégrer chacune des trois équations résultantes. 

m. — Intégration par les séries. — Deux méthodes : i^ série de Taylor; 

2^ coefficients indéterminés. 

1. xy^ — ^yy -*- x = o. 

2. xy — ay' •+■ b*xy = o. 
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3. xy" —y = o. 

4. y H- flX"j 2 ^ i,x'n — o. [x«-^ « = /]. 

6. xy -»- v' -h k^xy = o. 

7. y = ^j. 

^- .r" -+- 1 / -+- j = o- 

IV. — ÊQU.^TIONS DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER ORDRE 

ET DU PREMIER DEGRÉ. 

1. [x'^ — ^xy — iy^){lx -f- (y — ^xy — ^x^)(fy= o. 



^ dr / X \ (h 



v/a:*+^* \ y/x^ -f-^> V .? 



3. ( Jc ■ ) (Ix-^Iy \(ly = o. 

4. Vi-H e^jdx -f-^(i W(^=o. 

5. I i-t- -T l«^ = = o. 

6. ydy= (xdy-¥-ydx) yj \ -\-y^, 

\ [x , -j- 4- IX l0g~ ) £/jC 

- , — , i H ar arc tang =- ) dy — 

8. r/r /i -f-y — xdy = o. 

_ 9.d.r o.xdY 

9. . j— = 0. 

VAr=' ~ j* y yjx^ — ^ * 

.^ frixd.r-hrdr) Yd.r — .rdr ^ i. • * 

10. , f • -^ ' -^^ — ;— -H 2by^dy= o. 

v/x« -h j« x^-^y^ 

il, (3a:* H- 2«ry)f/x-+- (4«'*^ -+- ^ày^)dy= o. 

-a ar — .r—.rr' 

12. -^-. .-^ = o. 

x(x—y) 
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13. dx /i— J* — djr^i — x^^ o. 

13. jrfar — ^i — r^'ffy- = o. 
i6. ( I — r* ) r/o: — (ljr=o. 

17. (i-hj-+-j*)ctr H-(n- j:-f-x*)<'(y"= o. 

18. ULaydx -^ x{a — j)rf^'=o. 

19. jc — ary'= »(^). 



20. y€tx[\ — j:* -t- fl)^n-jï = x^dy{i -4- J* — b)^v — x^, 

21. J(d:-h4^)^•^-^- x'^yJx^dy^ o. 

22. ( j: v^ — « y/x — ayJT) -^ xyJV)€lx = {x'^y —bx^-^cC^h^ a^y") dy 

23. (x-i-j)V/j=ûf*r/x. [.rH-j = 2]. 

24. j' = 1 + v(r— X. 

25. (a* ^y*)dx H- 7,xydy = o. 1 x — j-^ = // ; multiplier par - - I • 

26. (:kx^-i-y)dx = — xdy. 

27. (i -h x*)j'— x/ = a. 

28. (i-t-a/i -♦-x*)^xH- ihjyji -Hx*.^/^ =o. 

29. x^ydx — (2/ — i) v/x.r(y' = o. 

30. x^r/x -♦- ^y\[x,dx -h x* ^y.dy == o. 

31. ^j'= 2X-I- v/2«c*~7^— ^. 



32. /i(x/-j)=(x-f-jy)v/x^-i-j2_flî. 
(Transformer en coordonnées polaires.) 



33. r-x/-|-y4/(/7X-H^j)j=0. 

34. a«y = fl* -+- X* —.>■'. [/ = JP -+- «]■ 



35. x-h^^— y/x*-+-j* — «=^ = 0. 
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30. ^4-sécj)r£r-^^,rfr=o. 

37. sin^.log tangx.rZr -4- cosx sinx cosj^ = sinj.log cosécj'.eU. 

[ Poser « = tang or, v = coiéc^ ] . 



38 



•(-'-ir^^,)r^'-^(-'^.7:^ ' 



39. (a:«j*— fl«^-4- fl*x«— «*)r^- -+- bx^jdj = o. 
iO. jxydx = - /jdlr. 



4i. Jxj^dx = rx/^-^r/x. 



V. — Équations homogènes. 

2. ^r(;--+-(27-— 3j:)r/x = o. 

4. (/îJ-hxJÉ^jr-h (// — i)jfl[^= o. 

5. x//x -^fdy = //ij//a:. [w ^ 2] . 

7. y^flx -h x^ify= xyd)\ 

8. J^r//— ^•«^jr= (j:-hj)î6' 'r/x. 



9. x/— jr= v/j:*-h^*. 

M. x^(lx^[xy^-)'^)dx = 0. 

12. jr/^-H (x -H 2j)r/lr = o. 

13. (jr H- V^x* — j« )r/x — xdj- = o. 

14. x^dx -\- (xy-^ x^)dys= o. 
13. x^ydx —[x^-\-y^)dy=i o. 
16. xdy^rdx = dx^x^zizy^. 
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17. (3xy^-hiiJc^){Lc-i-j^d/=o. 

18. {x^-h xjr-hjr*)eix=x*dx. 

19. (x*-i-jr*)ciX'+' (xjrelx — x^djr) y/x* — ^* — xf^tl/ ~ o. 

20. (iax^-h3bx*x -h j*)dx -i- [bx^-h 3xy^)dr = o. 
il. (3j:î-f-6x/-r-3j«)«te-+-{2X»H- 3x/)r/j= o. 

22. /'r/x-f- (x^-f- ^j:*)^/;' = o. 

23. (x«^--f-7«)/i:r~(x3-+.jr^)r//=o. 

24. {3xjr-hQiX*)df-+-[^jr^-h3xf)dx=o. 

25. (2ar*-f- 9^)^H- 4x5/rilr = o. 

26. (8x'— ioj:j*)r(r-+-(7x«j— 5^)r/x = o. 

27. xcix ■+■ ydy = m[xd/ — y de ) . 

28. df = {a -h bx -h cy) dx, [bx -4- cy = z], 

29. (bx^— b'y^)^-^ = (a'j^— ax'^)~ ' 

y X 

30. dy -h b^y^dx = a*x»^dx. 

31. (6x2— 4X/-+-2J»— 4a:-f- /^ _j_ 2)^/^ + ^S^^-h 5/*-+- loj-f- 5)r/x=r o. 

[x = a« -4- p»' -f- y, j ^ u!u -h 3V -i- '/; ramener à l'homogénéité]. 

32. v^r-^'-^-^lv^— /•^)^/= o. 

33. xdy-ydx = y\ogU\ dx. 

35. Sydx = ^ . 

36. (x' — .ry^)dy = — y^dx. 

37. (x*-+-xj8)£{r = J*^. 

38. rdx = ^ f(r. 

'^ x—y 

39. a(x/(^ — /rir) = dx\/x^-\-yi. 

40. (x* 4- 7* ) fltr -h (x/dlr — x^dy) y/x* — /* — xy^dy = o. 

H. — Cours de Cale, infinie, III. ^ 
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i2. (ar/-4-^)<icH-flx*^= o. 



rite _ {xy — 3r* ) y/r' — j» — j:« r . 



44. axdjr-*- fix\/x^ H-/* = o. 
( Poser X = y^u^ — i ). 

46. '^xydx -hx^fijf — Qx^dx -t- I2^''f(^ = o. 

47. Gx^ydx -i- iix^djr -+- ^ydy — 8 jrrir — o. 

48. jr*^ dx-^j-^dx= 3 j:^ r(^. 

49 . x'^ydx — j' i'(^ = j:' dx. 

oO. j:'/(^ — x^ydx -i-j'^dx — xj'^dy = o. 

51. (x^— 2X^)djr-h {x^-h 2xy)dx = o. 

52. (i -h JT — 2j)r/jr-4- (i — x)df=o. 

53. (707— 3j-~7)r/j:-^(3j: — 7j— 3)r//=o. 

54. ^^j«^^)rir-./j-o. [r-^]- 

55. Étant donnée l'équation dy -+- ax'^^y^dx -^ ùx^ydx = o, chercher la 

relation qui doit exister entre les exposants ///, //, /x, v pour que Téquation 
puisse être rendue homogène en posant y = z^ et choisissant convena- 
blement r, — Exemples : 

I ° ( 2 x^y^ — 4 ^^j'^ 'hi)dx — (j x'^y^ dy ; 



2° 



^3xSr*-+- -^ — 5] dx =^— 6x*jV/j; 



r (i_c)^î^-ï-^3.r»j»)r/a:=.4^; 






1 
4" axy^dx -+■ bx^y^dx h- c j:r/)' = o ; 

1 1 i 
50 ^ 6 ^,8 fij. — ax^j^^ dy — bx'^ydy = o ; 

G"" Application à l'équation de Riccati 
dy H- ny^ dx ■+■ bx*^ dx= o. 
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(Poser jr=:tx). 

Exemple : x*y — xf = (x'-+- 1)^*. 

VI. — Équations linéaires du premier ordre. 

4. {i-hx — 2x)dx-^(i-~x)dj'=o, 
2. y =:a-h bx -r- cjr. 

4. y-hX^f = X^, 

1 1 

5. x^x "•" ^y = **• 

6. y-H^C0S4:= sinxcosjT. 

8. y -h ^xy= lax^y^. 

^. dy — dx -^ydx — xdjr = xydx. 

10. [dy — adx) y/i -h x^ h- nydx = o. 
Il î^ — ^^s'o: — / — cos'x 

42. ( I d= x' ) r(^ ip x^f/a: = ar/x. 

13. dy-h bydx = ax^dx. 

Mi 1 nydx , 

14. dy -f- = ûrtx. 

V^I -H X« 

15. yn ^ = 7 r-** 

•^ I — X* (i — x)» 

16. ycosjr-+- sm/= x. 

17. —iLrLi: — ^v/*-+-j*= cosax.dlr. 

18. /-H-^l^-h j:2 = o. 

IH- X 
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19. j-x/=:^-^j. (Cas de ^=^1). 

20. dx-hydx= e^dx. 

21. [i-x^)y-^xx=a. 



""'=£ 



e-^*smax(lx^ d'où -j--j---ay= -; calculer x au moyen de cette 



fia 2. 
dernière équation. 

23. // ~= -' 

X J7* 

24. (^ — j:)^= - y — --- dx. [j7= tang//, 7 = 



V^' 



tangï']. 



X 



23. ( I -h or' ) c^j: = r(^- -+- ydx 

2C. (i -h x*) j'— j:/= «. 



27. <'/rv'* ■+■ -t'^-+- /'/^ = «^^•^■ 

28. djr -\- - — ^—jrdx = (Le. 

29. df — bydx = a^inx dx. 

30. -7:: H '- — ; y/jr.dx = xdx. 

31 . y ■= a sin.r -h bjr. 

32. r(^-f- jcot{aH-x)f/jr = séc(3t -h ar)r/a7. 

33. r/r = 4^^- [^7 = -]- 

3i. X — Sf= y(j7), (Sf étant la sous-tangente). 

Exemples : ^{x) = i^ l{a -i- x) ; a^ [^i (i -+- 1^ J"\ 3^ v^^; 4*^ '^ 

35. Transformer l'équation 

en faisant jr — w = 2. Applications aux exemples précédents. 

36. Sommer la série 

I 1.2. ../i 

•^ a-hi (ûr-+- i)(û-+- 2)...(rt-+-/i) 
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au moyen de la relation 



^d{x^X) = \^^-^Adx'^xefy. 



37. y cos j -h sin j = x. 
38. /-hj = x/». 

39. xj4dY-i-r*dx=: • 

X 

40. y-i-X=X^jr. 

42. (i-+-x)/--^^H-- = o. 

43. y-+- - r-+- ^r» = o. 

4i. (x;^ — j)££r+ 2Xé{^= o. 

^ fiy _ r* sin .r — r ces* j: 
rir "~ sinj: — sin'x 

46. / = x^x^ — xy. 

47. Trouver une courbe dont Taire de base x — a^ c'est-à-dire / ydx^ soit 

«/« 
égale à Tune des fonctions 

48. Connaissant une intégrale particulière y = fi de l'équation 

trouver l'intégrale générale. (Poser j = ji -+- z). 

Vn. — Addition des transcendantes. 

, Hx flr 

« -+- 2 6x -H c j:* «4-2 4'^"-»- cy* 

^ dx dr 

2. ^= -4- . -^ = o. 

|/a -+- a^x -j- c x* ya-i-^by-i- cy* 

^ ^ fi^^ 

. dx dy 

4. ■ -+• ■ -^ = o. 

/i — X* v^i —y^ 
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Vm. — MÉTHODE DU MULTIPUGÀTEUR. 
( Voir let exemples do n^ V ). 

i . xdf — ^ydz =s atlx. 

2. jrd)r-^(x — njr)dx — o, 

3. (i — a^jr*)dx -+- cflxydy = o. 
A. xdx -^ydy = aydx. 

5. xdy — ydx = dx^x'^-^- y^. 

6. y v'i -h X* H- 2J = 6 ^I -*- X* . 

(Trouver un multiplicateur de la forme x"»^»). 

o adx bdy rx^^dx _., ,^. .. _^ .. 

8. h - - = — ;—• [Multiplier par x**y^], 

X y y 

9. ax^y^dy = %xdy — ydx. 

10. a[xdy'^ nydx) = .rjrf^. 

.. dx r*dx rdr dr rdx — xdr /- . 

il. h ' — i '—^ -+- — -+- — - v^x*-+- r* - o. 

X x^ X* iiy x^ ^ '^ 

12. (ax*-h ay*)dy = y^dx. 

13. dx-h(x-^y^)dx=z o. 
(Multiplicateur = er). 

iA. (^x^-h 3x»^H~/« — j>)r/r -1- (2^'4- 3xy* -h x^ — x^)dy = o. 

iS. Déterminer le cas où le multiplicateur d'une équation Mdx-h N^= o est 
de la forme /( X ) F(j). — L'équation aux dérivées partielles du multipli- 
cateur est alors de la forme 

Application à l'équation 

ax^^yf^dy -h {bx'^'y'^' -{- cx'^''y^')dx = o. 

^^' (y-^-^'^^)dx^ady = o, [f. = _I_]. 

17. Si réquation aux dérivées partielles du multiplicateur \>. de l'équation 
VLdx + ^dy = o est vérifiée par p = une fonction de x seul ou = une 
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fonction de/ seul, on a dans le premier cas 



dans le second 






Application aux équations 

(i) (iH-x — aj)r/a?'-f-(i--a?Jrf^= o, 
(2) |xy*— /)rfr-haxr(^ = o. 

18. /*<&•+- (xj— i)r(^ = o. 

Chercher le multiplicateur en le supposant une fonction symétrique de x 
et de X' Alors, si Mr£r + N<'(r est le premier membre de l'équation, 
et' Ml r(r + Ni ^ ce que devient ce premier membre par l'échange 
mutuel de x et de j, chacune de ces expressions, multipliée par )x, est 
une différentielle exacte. En exprimant que la condition du n"* 831 est 

ou. Ôlt 

vérifiée dans ces deux cas, on en conclut les valeurs de ^^ , — « et par 

ax djr ^ 

suite celle de — • On trouvera ici -^ — — fiixr). 

20. Déterminer le multiplicateur quand il est de Tune des formes 7(<z^ + >), 

Exemples : 
( 1 ) (x'^-hx^x-h2,xjr — j* — X^)dz -h (/' -H j:^ -+- ^xjr — x^ — x^) djr = o. 
(2) (%x*jr*—x)^X'+-{^x^jr^—x)ffy'=o. 

21. x{xd)r—jrdx) — ycfy-h tlx = o. 
£2. a'^ydx —y^dy->f- bjr^dx -+- à^xdy. 

23. mjdx -t- xdy = ay^dy. 

24. mydx -f- nxdy = Ydy. 

25. ax'^^ydx -hbx^dy = Ydy. 

26. axdy-^-iaydx = xydy. 

27. 3x*dy — ^axydy = 3x*ydx — ay*dx. [j*=r/x]. 

28. xy^dx — xy^dy = U^ydx — ^b^xdy. 1 j- = -y- , x = — — 1 • 
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IX. — Équations diffbrentiblle8 du premier ordbb et d*un degré supérieur 

AU PREMIER PAR RAPPORT A r'. — SOLUTIONS SINGULIÈRES. 

1. S = ax -hby. 

3. y* -+- ax — by = o. 

4. y* -4- Xjr' -h X* = o. 

5. x(\ H-j'*) = I. 



6. xr z= v/i -hjr'*. 



7. j =a v/i -Hj*. 



8. j' — xy' = nx^i -»-/'*. 



9. fy/i-^y'=y. 

0. 3xy*— 6.ry-»- x-H2j = o. 

1- ('^y —x) (-py — V) -^ j:*^ = O. 

2. C?y-Hax)(xy— j)-4-^j^'= o. 

3. 4-r;j'-+-y' — 8j* = o. 

4. xdlr -H flrf^- = bcls. 

5. /• ctc' -+- djf^ = aydx^ dy . 

6. Trouver une courbe telle que le produit des deux coordonnées x,^ soit la 

moitié du carré de Tare. 



7. y^dx — xydy = Y yj y'^dx'' — ixydxdy ~hy*dy^( 

8. j — 2xy = 2y/(j/). 

9. JV^ÎH^y*=/{.r-+-r^'). 

20. y » -H flxy H- x3 = o. [y = tx]. 

21 . ydx — xdy = /ixd!y. [Coordonnées polaires]. 

22. y{ix — xdy= ads. 

23. L</r*-+- aM//rr(^-H Nr(^'' = o, L, M, N étant des fonctions homogènes du 

même degré de x et de y. — Exemple : 

ay^dx^ -f- ibxydxdy -h cx^dy^ =■ o. 
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25.7»y»-^rV-M = o. [/ = ï^] 



26. y»— /ij:y-»-x>=o. [y = /j;]. 

27. /»H-j'«y+7V*-^-J** = o- 

28. y* = flx» -+- by. 

29. j = j:y« -4- ay . 

30. j-»-f-axy-Hx* =: o. [y=ra:ttj. 

31. (^''_flar)îH-x(j' — /7x)— (j— ;^-fla:M = û*. [Par différenliation]. 

32. x^y* -h ( x* — j« )y — xj = o. 

33. €i/y* -h ( ax ~ b)y -X = o. I^y = ^^J. 
3S-(^"-«-nbi)(-'"-\/1)=°- 

36. y>— (x*-4-a:/-4-/«)y*-4-(x»j4-x*y-4-jçx»)y — .r»j» = o. 

37. («*— x»)y» -+- ^>x(û« — x^)y* -y— ^^ = o. 

I 

39..r=i(:«:«-f-y«). 
4 

40. y''¥-(n^x)y= njds. 

41 . j = .ry H- aa:*y * -+- 6x»y3 h- [.rf = u]. 

42. (i-y*)x/=(x«-j«-a«)y. [jy=-^«]- 



43. xr'-j=Xi/y»-^y-hi. [j^^w], 

44. jrdx = xd!f. 



io6 
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46. (*/- aj)» =x* + %' [-^'^ S = *•] 



a 



48.^ = ^-/». 

49. j = xy -h arc sin y. 



5J. J=X^^y/fliyî^^î. 

53. r-'-r/H-/-/». 



v^i -y» 

56. 7 = or -+./«. 

57. y^ 4- 4 j -f- 4 = o. 



58. 



v/jT» -i-jî — r/s. [x = eu, j = / y/i — «î J 



59. Solutions singulières des équations 

(i) (x« — /ï«)y_r=xjdrv/x*-^y«^^r^. 

(a) x/ = xdz^^iZr^i^ 

(4) 4j/= X -+- û ± /(x -f- fl)î — 4^'î. 
(6) ay=±^aà'-ax. 

60. ^/* — axjT' -H tf X -h ^j = o. 

Examiner la solution jr* = ^ar -h ^j. 

61. jrcif = affy. 

62. X « ay-i- b)/i -t-y*. 
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63. xtfy —ydx = xds, 
65. y*— ar^4-j= o. 

66. xr'— J= v/i*^^^». 

67. x^'-f-^-4- fl = o. 

(Résoudre par rapport à x, différentier, dx= -^,^ etc. J . 

70. jr — ao:/— /* = o. 

71. x«-+-j»— aj:(x-h^')H- — (a:-i-^)«-h6= o. 

72. ^' = j*H-/ia?«. 

3 

73. jrelx xdjr = «rfj. 

7i. ^rir — a:r(;^ = ads. 

75. /*=aj:*-h6j. 

76. xdy-\-ydx = dsy/%xy, 

n. ^}/aX'hy*=aX'+-yy: 

78. yf -\-nx = -j- y/y^ -+- /ix*. 

79. j— x/=«x^- [7=rx]. 

80. r^ = '»('«^^-^'). 

81 . x»j'* — ax^-+- j* — x*j' — .i:* = o. 

82. xilydtydx = rff/a:*-+-j«— «*. 

83. xy*H-(a--x— j)j'-t-/= o. 

84. ^ — x/-H jr — — , = «. 



83. (r-xy)(x-^) = ««. 
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87. jr=(i-H/)x-h/«. 

88. X* (/ir« — df*) = a*d)^. 

89. (:c«-aj«)j'»-4x^'-x» = o. 

90. y = a( j — j:) — I -h b\/j —jc'-i. 

91. (y/x — V — v'x -^^Oj'-t- V^-^J' -^ }/^ —y = o 

92. / -h ( j- x)y-4- [a - x)/* = o. 

93. (x/-j)(x/-aj)-hx« = o. 

94. a v^'* dj'^ — '2 xjfiLc rf^ -hY^dJC^ = •J^/'îÇ?* —j'^flx, 

(Poser X = r/). 

95. y» - 6 r'« -h iiy — 6 = o. 

96. fl«j'» -+- fl«^x^* -/ = x«y» -h ^x»y'» -+- bx. 



97. /»-a-^ — 1 = 0. 

•^ X 



98. (x*— aj»)/»— 4x//-x« = o. 

99. (j:» — ««)y«- ax^'— x»=o. 

00. x^ffy* -h xdxdy — r/x* = o. 

01 . ^ = xy^ -h aj' . 

02. j = /wjy -4- n y/i -t-y. 

03. ^ -4- (fl — x)y = nj^jdx^ -H r/y . 

04. ^'H- ax/— j = o. 

03. flj/»-+- (2x — ^)/— ^= o. 

07. ^-t-(x — arctangy)y--i = o. 

08. xdy ± ^dlr = yJdJt^^Tdy^, 
(Poser X = v^i-t-/* zjz /^). 
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109. Solations singulières déduites de l'intégrale générale : 

( 1 ) j = C X -+- v^6«-fl»C« . 

(2) C* — îiCj-Ha« — ar«=o. 

(3) C* -4- aC/— j* - j;« = o. 

(4) Cï-t-aCj'— x«=o. 

i 10. Les solutions données des équations différentielles suivantes sont-elles des 
intégrales particulières ou des solutions singulières? 

{i) (fy-i- (x* — j' — i)dx = 0, solution jr=x. 

{•2 ) djr-i- [y/y—jc — i)cixi= o, solution jr= x. 

Cette équation a-t-elle une solution singulière? 
(3) Nature de la solution j:'-hj' = <i* de l'équation. 

J= T 

Hl. /*— 4-^'-«- 4/ = o. Caractère de la solution /'= ix. 

\ 12. I H-y» = «'(7—07')'. Caractère de la solution 

y -^ a^{xy — x'^y^ = o. 

113. Démontrer qu'une solution singulière rend en général infini le facteur d'in- 
tégration. 

X. — Exercices divers. 

1. r*H-(l — Xj)/= o. 

2. 7'"-y -T- X j"» = X|. 

3. J:*y -\- xy-\- e^y = a. [j = «t']. 

4. 6x*7*rty = (4x*j^'-i- i)^jr. 

5. Trouver une courbe dont l'aire fj^dx ait un accroissement proportionnel à 

celui du triangle formé par l'ordonnée, la normale et la sous-normale. — 
Problème analogue pour le cas des coordonnées polaires. 

6. Trouver une courbe telle que l'aire comprise entre la tangente, l'ordonnée 

et l'axe Oj soit proportionnelle au carré de l'ordonnée. 

7. Trouver une courbe dont la sous-normale ^"' soit proportionnelle au carré 

du rayon vecteur. 

8. Trajectoires orthogonales des courbes : 
i*7*(C — x) = x». 

2* r = C sin/?. 
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9. Coarbe dont rextrémité de la soas-tangente polaire a pour lieu une droite. 

iO. Courbe dans laquelle Fabscisse de Fintersection de la normale avec Ox est 
proportionnelle au rayon vecteur. 

ii. Trajectoires orthogonales des ellipses confocales. 

12. Trouver une courbe telle que sa tangente rencontre 0^ au même point que 
la perpendiculaire abaissée du pied de l'ordonnée sur le rayon vecteur. 

-^ -' \a'x -t- b y -+- c'y 

14. (4-3xr*)x;'-t-(2H-5j»)j=o. [839]. 

15. (4jc7'»— 3x»)y-+- 2JÏ — 5x*/ = o. 

16. (3xî- 4j)/~3.x'V^--- = o. 

17. (x*/»-f- ax^dy = (^x*j'-4- ny)dx. 

MO ' i-H.r)--i-r* 

18. Y = — ' -!• 

•^ 1 -f xy -H x^ 

19. a[xdy —ydx) = dy^x^^y^. 

20. (y-x)^^[^x^.dy=n[i-^r^)^dx. [j= pi^J • 

21. a[xdy — ydx) = [xdx -^ydy) yjx^ h-/* — «*. 
[Coordonnées polaires]. 

22. a'^dy = (a^-i- .r*— j*)rZr. 1^ = x h — l- 

23. (\—xy)dy-h (y^-^ax)dx = o. \y^ TZ^z \ 
2*4. %xydx -H ( J- — -c* ) dy ~ o. 

25. tangj: cos^rf^ = sin^rfx -^ dxyjia sinx sin/ -h sin'j. 

26. /// + 6/«rfx + ^^ = o. [.r = ^ + J-]. 

dx X X* -f- 1 j: — y ^'^ * 

28. {y — ax')y — ay — ^*x = o. 

-^ dx xyjà^ — x' — r* — (iny 
"f anx -^yyà^ — x* — y^ 
(Transformer en coordonnées polaires). 
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30. xtijr = x\ogx(\ogx)*[i ■+■ (log7)Mogx]rfr. 

31. x-F-y(j— v^j:*h-j*— fl*) = o. 

32. y» -h Axj/'^ 8j>= o. [7= ^^]. 

33. Courbe dont la tangente (ou la normale) est à une distance constante d'un 

point donné. 

33. Trouver une courbe telle que les distances de sa tangente (ou de sa nor- 
male) à deux points fixes Â, À' aient un produit, ou un rapport, ou 
une somme constants. 

36. Trouver une courbe telle que sa tangente (ou sa normale) intercepte sur 

deux perpendiculaires fixes à Taxe des x deux segments dont le produit 
soit constant. 

37. Courbe dont le rayon vecteur est une moyenne proportionnelle entre la 

sous-normale jy et une constante donnée. 

38. Trouver les courbes pour lesquelles on a Tune des relations 

S/ = nx^ S/i = nx^ T = nx^ N = /?x, 

S/ = /?/, S„ = /îj, T = njr, N = ny, 

^t __x — y S« _ .r T _ :r N _ .r 

39. Problèmes analogues pour les coordonnées polaires. 

40. Courbe dont la tangente rencontre Ox k une distance de égale au rayon 

vecteur OM. 

41 . Étant données une droite Oa: et deux perpendiculaires à cette droite AP, BQ, 

trouver une courbe dont la tangente coupe ces deux perpendiculaires en 
deux points tels que Tune des quantités 

^, AP + BQ, AP*H-BQ«, ^ 

soit constante. 

42. On donne deux droites OA, OB, et l'on prend la bissectrice de leur angle 

pour axe des y. On demande de trouver une courbe telle que son or- 
donnée et sa tangente en chaque point rencontrent Tune OA, l'autre OB 
sur une même perpendiculaire à Oy, 

43. Trouver une courbe dont Tare soit proportionnel i^ au coefficient angulaire 

de la tangente, 2*" à Tangle de la tangente avec Oor, 3" à l'abscisse de l'in- 
tersection de la tangente avec Ox, 4*" à l'accroissement de la longueur de 
la tangente comprise entre Ojt et le point de contact. — Questions ana- 
logues en coordonnées polaires. 
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44. Trouver une courbe telle que l'angle t de la tangente avec Ox soit une 
fonction donnée de Tangle p du rayon vecteur avec le même axe. 

4o. Trouver une courbe telle que les rayons lumineux ]>artant d'un point donné 
deviennent parallèles entre eux après la réflexion sur cette courbe. 

46. La normale en un point M d'une courbe C coupant l'axe des x en I^ le lieu 

des milieux P de MN est une parabole Y* = 2X X ; équation de la courbe C 
dans la supposition qu'elle passe par l'origine des coordonnées. 

47. Équation difTérentielle de la courbe pour laquelle l'aire comprise entre 

l'axe des x, deux ordonnées et la courbe est égale au carré de l'arc cor- 
respondant. 

48. Trouver la courbe dont la normale et la sous-normale ont une somme 

constante. 

49. Trouver la courbe pour laquelle le carré de la tangente est proportionnel à 

la sous- tangente. 

50. Courbe dont la podaire par rapport à un point A est un cercle de centre B. 

51. Trouver la courbe dont la caustique soit une droite parallèle à Fun des axes 

coordonnés, pour des rayons perpendiculaires à l'axe des x. 

52. La normale MX à une courbe rencontrant l'axe Ox en N, déterminer la 

courbe de manière que MN = v^ON x a, 

53. Courbe telle que l'aire comprise entre la tangente, l'ordonnée et les axes 

Oj:, Oy soit proportionnelle au carré de l'ordonnée. 

5i. Étant donnée une série d'ellipses do môme grand axe AB = ao, trouver une 
courbe qui coupe respectivement ces ellipses en des points M, M', ... 
tels que toutes les aires AMP, AM'P', . . . comprises entre les arcs AM, 
, AM'j ... et les ordonnées MP, M'P', . . . soient égales entre elles. 

55. Un angle A constant se meut de manière que ses côtés touchent une courbe C, 
et que son sommet décrive une courbe C. — Étant donnée l'une des deux 
courbes C, C, trouver l'autre. — Exemples : 

1° C est une parabole 7' = ax^ A = -; 

2** C est une ellipse ou une hyperbole, A = -; 
3** C'est une droite; 
4° C est une parabole. 
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XI. — Équations différentielles d'ordre quelconque. 

3. x*y=: a, 

4. adxd}r={a^jr)d*x. 



7. sin j? ^ — cosar^ = sinor tango: —^ . 

9.y={i+y«)«. 
io.y-+-ay*=o. 

13. xr'-4-/'=o. 

14. (i-har'jy-Hi-Hy» = 0. 
15.y-*-(tf*-i)y = c«*. 
16.^=ay. 

i8.7'=fl-*-^y«. 

20. y^ax—i. 

21. x= v/op* 



23. 7* V* -*-« = <>• 

H* — CoBTj de Cale, infin., III. 8 



ii4 

24. y" — a*y=o. 

26. x;-* =(/-!)/. 
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27. y = 



n 



b-^y 



a 



— r. 



28. 


y" 


[0- 


-Jj' 


29. 


y 


-hay^ 


»-h^ 


30. 


y 


= ay 




31. 


y 


v/^ = 


• I. 


32. 


?-- 


/7« 
2X 




33. 


/ 


-hY = 


o. 


3i. 


f 


+ yy 


'=o. 


3o. 


f 


^Y/: 


0. 


36. 


f 


-+-X7' 


2--r o 


37. 


f 


+xy 


= 0. 



= o. 



38. r/ïjr -+- adf\UU^ -+- ^/;* -^ o. 

39. (iyy-^hy'''=-z.'^'^ 



y/c^ -H X- 



-iO. xj:)-" = rf -4- x> '2 - 
\\, y=x^y\r'K 

42. 7.>'"=9-2:?j'*- 

43. 3^^ = ioy\r'K 

47. y* -h 2/;^'^ = o. 



A.r>-'2 



v/.-^ 
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ii5 



48,/ = 



a 



(à-X? 



49. Trouver une courbe dont le rayon de courbure soit proportionnel à la 
normale. 



r)3. Expressions différentielles à intégrer : 



2 



xf—y 

(yy-^x)y 

— — ■■■ ■■■■■ ■ _ • 

\^y -+- ç) '^J -+■ (e - -j j 6(r^r ■ . ^3 

x^d^x •+■ ix^ dx d^ X -^ [^x^ — i)dx^. 



idy 



(ax^ — 6j^-f- ^by)d^x-^ (6x-f- iar)ax^ 
-»- (4aJ^ — 12/) cire/;' -h (Qiby— ^x)dy. 
ff{x^d^y-^ 6xjrdx^ ■+■ Gx^dxdf). 
ax'^x-+- (3«j:*h- 7^bx^)dxd!^x -f- nbxdx^. 
(a -^nbx -h 3cx^)d^x-h (2^4- 6cx)dx^. 
ax^yd^x -h ^*x'j'rf*^H- laxydx^ h- 'xb^x^ydy 
-H ( ûjc* -f- 3 ^* j:*^* ) r/x dy, 
b^x^y^d^y -h laxydx'^ -h 2^'x5jr/r* 4- (/ix* -h S^^x^j*) r/j7É{;'. 
Sydx^dy-^ (4 xj -f- 2 j) dxd^y-i- (2 -f- 4 ^) dxdy^-j- 3 xdyd^y-i- xyd^y, 
3) y^d^x + (2 -H 3 j:2j) jrtcrf^ -4- ix^ydy- -+- x^y^d^y. 
^) yd^x — dxdy -^y^d^y. 



5-4. (3x — x«)/'4-{6--4j^)/ — 2/= o. 

55. ^-H 3xy H- 2/y* -h ( j:« 4- 2jr*y ) jk" = o. 

56. y*-+- ^yyy -+- 3/» h- 5xy + 5j = o. 

57. 3jry-*-2X/'-h2j— i2Jr= o. 

:;8. (3x~x»)y4-(6~4^)r'-aj=o. 

59. lo/j'— a^— 2/» H- - — — -h 2 = o. 



8. 
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60. ^x^y-hx^y^ — or* = o. 

62. ar^r-^3rfr^= ^^^^^^ 



63. 57r/»jH-4^^ = 






64. dsdy^ae^x^ pour d!( constant. Transformer Tôquation en prenant dx 

constant. 

65. €£f> 2^ = — C0S7 9 pour dx constant. Transformer en prenant ds con- 

stant. 

66. j^ = Gx est-elle une solution particulière ou une solution singulière de 

l'équation nx^^f = (j — x/)«? 

67. p = ---. 
68. /» = Y -h ^y«. 

69. \a^yf)y^y\y^y^Y 

70. ^•-h21!-Z.'=o. 
^ y X 

•^ ji — jr» 

72. ix^d^y— a^dy* -h \xydxdy —y'^dx'^ = o. 

73. xyd^y-^ xdy^ -h lydxdy = o. 

74. sc^d^y = ( Jc* -h ajFf ) d!r^ — 47*^'^'. 

75. «//-+- */« = -^ • 

V C« H- X* 

76. ^ -+-/«-+- X=o. 

77. 6y=(fl-x)(n-/«)^. 
78.^-4-Xr'-+-Y/« = o. [/ = i«î^/x^]. 

80. x'r'^ — xy' -4-7 = o. 
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82. xy=y. ' 

83. x«y = j^' -^ 3 j. 

84. as^é^y^ [xdy^ydx')^. 

85. jc V = V^fl JT»/* ■+- ^J*- 

86. x*/' = flj H- è Jc/. 

87. ar*y = x»/-*- ikxyy— 4j*. 
88. /*-*-aj'r=o. 



89. i-*-/*-»-xr'/'=ûy •!-+-/*. 
92. 7J^-^ /iy*-+- /ï = o. 

96. (i-har«)^-t-n-/«=o. 

97 .^ = 1. 
<^£i> X 



98. a^d^y^a^-^x^-^ à^dxdy= x^dx^. 

100. dxds^ -H xdyd^y = adsd^y, 
m. x*y=ay. 

102. (x« -+- j* j*/» + fl»^ = o. 

103. Xdy* = dx*dy^xdyd^x-hxdxd*y, 
Supposer constants tour à tour dxy dy^ xdy^ ^ 

104. dx^dy—dy^adxd^y-hxdxd^x. [fl& constant]. 

105. dsdy* ss adxifix. [d$ constant]. 



dx 
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406. adsd^y-^ydy^dx = o. \ds constant]. 

107. adsd^y'\-ydy^dx=:.o. [e/lf constant]. 

jAo x'^dx — d^dx xdy*-^ xrd^y-hrdrdx , ..«,*. 

108. — = — : '^—j^ — : — ^ — , pour ydx constant. Transfor- 
mer réquation en supposant dx constant. 

109. Ydjrds = û(ajrf"x -4- dxdr). [ds constant]. 

110. adsd^x = r/r*. [ds constant]. 

111. ds*€i*x=^dx^' [ds constant}. 

112. yj-"-^ af^ -f- hy^r" = o. 

113. p=/(r). 

114. {a^y^'^x^)y=nx'^y\ 

115. dx^dy — xds^d^y = adxds^d*x* -+- d^y. [^constant]. 

116. x^y = xy-+- ny. 

117. x«y= ^ax^y^-^by^-. 

119. x'yzrr jr/-+- ny. [;î = 4, =t 3, — i, o]. 

120. x«/'= v/3x«y«H-4j2. 

121. 5x»7'=(j— j-y)«. 

122. ix*y= ixy — Sy. 

123. y«-*-axy'«4-è = o. 
124./'(j/-4-fl)=/(n-/«). 
125. d^y-hdy^=zdx^. 

126. (r^-+-y«)«-f-/'«-/« = o. [y^ty'i 

127. [x'^-\-a^)dxd^y'-~%xdx^dy^ [x'^-\- a^)xdy^=:^ o. 

128. (û«j't-hx«)/'= ia:r'. 



129. I -h/* -t- ar^j" = û^ v^i -+-j'*. 

130. Trouver une courbe dont le rayon de courbure soit une fonction donnée 

de Tangle que fait la tangente avec Ox, p =/(r). 
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131. Trouver une courbe pour laquelle j= ©(t). Ce problème se ramène au 

ds 
dz 



ds 
précédent, puisque -7- = cp'(T). 



132. Trouver une courbe telle que la projection du rayon de courbure sur une 
direction fixe soit constante. 

433. p = ûN». 

134. p = «N. \a=z± i]. 

135. Trouver une surface de révolution pour laquelle la somme des courbures 

principales soit constante. 

136. Trouver une courbe plane dont l'arc varie proportionnellement à Tare de 

sa développée. 



137. Trouver une courbe plane dont le rayon de courbure soit proportionnel 
au ravon 



ivon vecteur. ^, ^ = - . 

\ji^{u-\-u") wj 



138. Trouver une courbe dont la normale coupe Taxe des x à une distance* de 

l'origine proportionnelle à l'ordonnée. 

* 

139. Trouver une courbe dont la tangente coupe l'axe des y à une distance de 

l'origine qui soit à l'ordonnée comme le rayon vecteur est à l'abscisse. 

140. Équations de la forme/(ar, j,y) = o. On a 

(i) x^y='ijr. 

(2) (^•-+-7'*)*j^-i- a'^y = o. 

141. xf=y. 

142. x^y^xy^zy. 

143. J^y=^(y-xy'Y. 

144. zy-^xy^^yy=o. 

145. y^-yy=ny/y^-^a^yK 

146. :^y=^(y-xyY. 

147. aby^yJy-^à^yK 

148. É&* = adxd^yyjx'^ -^y. 

149. 47*7'= (jr»-H aa^)/— 4/*. 
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bxdy^ 



180. xyd^y^ydxdy-^-xdy^ 



yja^^x^ 



IM. f— - /-+- x*/- 6x«r = X. 



Xn. — ÉQUATIONS DIFFBBENTIBLLB8 LINBAIRB8 D'ORDBB QUBLOONQm. 

i. ûj -h hy-^ cy= o. [Transformation du n* 873]. 

2. yH-a«7-h^==o. 

3. y— ey -4- 1 1/ — 6jr = o. 

».y*'-3y-+.3y-7 = o. 

6. j^H- ^y ■+■ ^7 = o. [Discussion]. 

7. j^*''-»- a/'-H^ = o. 

8. j^'^— 4y-H i4y — ao/-*- a5j^ « o. 

10. o=7 — 3a*y-*-afl»y. 

11. o^j — a^y, 

12. o=j^ — fl*j»\ 

13. o=7-t-fl*y\ 

14. o = <i»y=F/^"'- ['' = 5,7, ...]. 

15. d^jr -h adxdy -+- hydx'^ = f[x)dx^. 

16. y— 6/wy-i-ii/îi*/— 6/ii»/ = /<*. 
17.r«^-«*^=X. 

18. r'^H-fl*/=X. 
19.jr^^=^y. 

21 • sécx if*j^ — cosx dxdjr = sinx tangx i£r ^. 
22. y- 14^-+- 64/- 9^7 = o. 

^•y"— 7/-+-6/=x«. 
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21. /"— sy-h 23y— 28y-h i%x= x. 

26. y— 2/"+ 2^—2/-*-/= O. 

27. j"-+- ^a^y-h a^y = o. 

28. r^^H- 4^/^-1- (6û*-f- 2^»)/* -4- 4a(fl»-+- ^*)/-*- (a*-*-**)*r = o. 

29. y— 4yH-6y— 4y-+-r=o- 

30. y-*-4y-^4r=«^*, ou =3^»*. 

31. j^— i3y*4- 26/'-4- 82/ H- io4r = o- 

32. f— laf-^ i6û*/— i2û*7 = o. 

33. f-- 12^*^-+- 62 y"— 172^ -h 266/— 160/ = o. 

34. j"^— S/' -H 26y — 48 /-h 45r = o. 

35. (fl-*-Dx)V=o- 

36. y« -. sy^H- 6/*— 3y — 3/h- a j = X. 

37. y — 7û*y-!- 6û*^ = e**, ou = X*. 

38. y— 2/+j = x. 

39. y-H a/— 6fl« j = /^. 

40. y-+-2/-i-2j= j:. 



41 



.^+3y+2j=j^-p^,. 

42. y— 2^/ H- flV = 8in6x. 

43. y-f-^=j:'». 

44. y -f- 2fl*y -4- û*7 = cosor. 

45. y- 2fl/-f- (««-h A*)r « X. 

Exemple : 

X = fl C08( aor -f- P).-+- û'cos(a'a? -+- p'). 

46. y^— io/'-H62y— 2I0/-l-26l7 = ^*. 

47. y-^X = cosx. 

48. j"— r = ^*, ou = cosx. 

49. ^^-«ay-f- Sy— loy— 36/-!-727= <?«' 

50. y-4-y— y-H i5 j = X*. 
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51. (îH-Djc)«^ = ûjf«. 
52.y-3/H-27=3x«-4. 

53. y— 5/ïy-4- 6fl«^- = /?A:r. 

54. y4-7i*7 = séc«j:. 

^■^^ J^— 5 «7'^ -h I Où»/"— lOû'y-hSa*/ — a» = o. 

58. yH-y-_2^^o. 

59. a«j''-y= o. 

60. y— 2«/h- (a«-h /»«) j = o. 

6i.y^-y-4-y-^ = x. 

02.^-6/ -h 34^ = 0. 
63.r-3y+3/-j = o. 

64. y-h /i*j--t- ^ïx -4-^ = 0. 

65. y— 2/wy-^(/lll^-«^)J = o. 

66. y -+- aiw/-+- /!« j = o. 

67. y — ay -+-y^ = /ï<?*^ ^^'h- asinx + p cos j:. 

68. y— 67» -h 12/— 87 = i-h ac»-»-. 

*^^-^-j[ ?^«-7^:^-' (-^</»<7r). [485]. 

70. /'=flfx-f-^^. [ax-hùx=^z]. 

71. 7--»-2y-+-y^ = smx. 

72. j:V=^y-4-3r. 

73. x*y-haa^-hùjr=o. [Discussion]. 

74. (a-h3j:)«y+7(aH-3:r)y+4x = o. 

75. y— axxr'H-x«y« + x«^= o. [y = «]. • 

76. 4^ - 3(a - 3x)/-+- (a - 3x)«/' = 5(a - 3x)'. 
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77. x«^ '— Sx/^h iy = x.— 3x8. 

78. /•— aèj:/-f-^*ir«^ = o. [y = e^, t = z'—bx], 

'^' ^ x»^"'— 3a:«y-f-6xy— 6r=o, 
a:'(logj: — ijj* — xy* -\- y = o. 

Abaisser Tordre de ces équations, qui admettent l'intégrale particulicro 
J' = x. 

80. y H- «y* -+- ^x/a = o. [Prendre y pour variable indépendante]. 

81. {i — x^)y'^xy-hny=o. [x = cosr]. 

82. x»y -+- jç^'— j = ar«. 

83. x*y— 30^'' -H 4j^= X». 

I 



81. x*y-^3x/-hy = 



(1-— jr)2 



85. (i-hxyy"-h{i'i'xYy-h3{i-hx)y—sx = --5=:* 

\l-hX 

86. (2 + 3x)«/-+-7(2-h3j:)/-+-4 = 0. 

87. (2-+-j:)V— 3{2-f-x)«y+4j= (2-f-x)î. 

90. y-+- Py+ Q7= o. Faire disparaître le second terme en posant 

92. x'^y -h !iax/-h[a{a-- 1) — b^x^]x= o. 

93. y-H Sûx/h- (a«x*-h ^)7 = o. 

94. Condition pour que Téquation 

{a -hbx)f-^ (a' -h b'x)y-h («"-h b''x)y = o 

admette une intégrale de la forme c^. Achever Tintégration dans ce 
cas. 
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95. (n-ar)*^-4-(n-a:)/-#-4r=8mlog(n-x). 

96. Intégrer les équations suivantes, en cherdiant une intégrale particulière 

de la forme j = x*» : 

(i) d^y-^-aœ'^dxdy — axydx'^^ o, 

(a) (n-x')x*y-f-(i-*-2x»)xy— (4-t-6x*)7= o, 
(3) (i-4-x»)x»7*H-(5H-ax»)xy'— (iaH-6x»)j = o. 

X X* "~ X* — I 



•^ X"' X* X* — l 

99. x*/»-4-X7'— /=ûx». 

JAA JE ^^ ' ^ 

100. y — -— -^ = 



4«* v^x«+i 

i01.yH--y-+-««j«o. 

X 

En développant en série par la méthode des coefficients indéterminés, 

sinux 



on reconnaît que Féquation admet Tintégrale xx = 



X 



ioiy-h-/-»-û«r=x. 

[Transformer cette équation successivement d'après les règles des n"* 872, 
873, 875]. 

104. (i-x)y'-3y=o; 

105. (6 — 6xD,-h3x»Di— x»Di)7-hx=o. 

106. [i — xDx-+-x«(logx— i)D/]^-Hj-^=o. 

i(Sl. y-^(a-^bx)y-^abxy=zo. [y = ze'''], 
108. {a« — x«)yH-a(m — i)xy'— iii(m — i)j = o. 

[ji=(tf-hx)'», ri/— ytr = «]. 



i09.y-^(.-â)r=o.[^=i] 
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XIII. -- ÉQUATIONS DIFFÂBENTIELLES SIMULTANÉES. 

ÎjJ'— 3x— 4/H-3 = o, 
jr'-h j: — 8j 4- 5 = o. 

3. DfX =x -+- ', I>*r = X -H /. 

4. (5-+-D0^ — 2r = o, aa:H-(n-DOr = o- 

5. (5-+-D,)a:H-j = <?', -XH-{3H-D0r=^*'. 

6. (5 4-D,)d?— 2J = e^ -ar-i-(6-HD0r = ^"- 

7. (— 3H-D?)ar — 4r-H3 = o, j: -♦- ( n- DÎ)^ 4- 5 = o. 

8. ï>tx=x -+- z, D*7 = a-f- X, Df z = x -f-j. 

9. D,x = D^r = ^^, T>tz = a: — jr H-a. 

10. DfX -h DÎ7 = ax, DtX -i- D? x = a j. 

11. (5-HD0:p-H4r = «'> ^ -+- (a H- Df )r = «?"• 

12. D/x-i-7-*-2 = o, x-i-Dr7H-a3 = o, x— 74-D/z = o. 

( (i-HD/H-aDÎ)x-i-(i-f-D/-4-DÎ)/ = o, 
■ I (_9-H96Dt-hDÎ)x-i-(i5-+-5oDf-4-DÎ)j = o. 

14. Dîx=3x4-4/ — 3, DÎ/=87 — X — 5. 

15. Détenniner les intégrales définies 

en partant de ce qu'elles satisfont aux équations différentielles 

da da ^ ^ da da a 



16. 



17. 



18. 



(44 -H4D0* -^(49 H- 9^t)jr = ^ 
(34-H 3Df)jf -»-{38 -t- yJ)t)X = ^'• 

(i I -h4D,)x H- { 3n- 9D*)/ = e«, 
(8 -f- 3Df)xH- {a4 -4-7^)7 = <?"• 

(a H- 4D*)x -♦- (3i -H 9DOJ = ^, 
(i 4- 3D0 J? -*- (a4-H 7^)7 = 3. 
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23. 



(Df — 2)x-t-(aD/-+-a)/ = 3/?', (3Dr-+-2)x-+- (D/-4-0j = 4^". 
(« — Dt)jc -+- ijr H- c = o, a'x -+- (6'— Df )j -h c' = o. 

(4 -+-D/)j:4- 3/ = /, 2X-4- (5 -f-Dt)^ = tf'. 

ii,x-h (6ï-i-Dî)j^H-r,« ~ T,, 

^« #7-1-/; — r _ , ,/i — c 

DfX j mDty — im^ — -, — x = o, 



24. 



D?r 



/7 



ù 
h 



^ ^ mb — C 

— //iD/ jc — w' r = o. 



2:1. 



26. 



27. 



28. 



29. 



30. 

31. 
32. 
33. 
34. 
35. 

36. 



Dfx-hflj:-- ô cos 71/ ( j: cos /If H- j^sin/ir) = o, 
D? j-hfl/ — b sÀunt [x co^nt -h X ^mnt) = o. 
[« = xQo^nt -h jsin/ir, f = a:sinwf — /cos/?/]. 

8D? — i7)a7-4-(7D?~88)7-h59 = o, 
5D?--ii).rH-(4D?~ 52)j-+-35 = o. 

uDî — ii)x-h(8D? — 36)/-+-73 = o, 
7l>?-7)-=^-+-(5D?-23)r-h46 = o. 

iiD?- 25).r-+-(8D/— 36)j-t-73 = o, 
7D? — i6)x-i- (5D? — 23)j-h46 = o. 

a\)tX-\- (c — b)y'z = o^ 
bDfX-^ (" — c)r;j:— o, 
c])tZ-}-(b — a)xx = o. 

(3i H- ^Dt)x ■+- (2 + 4D0/ = ^S 
(•M -+-7D/).r-+- (i 4- 3D0r = 3. 

û -h Df ) j: -h ^j = ////, ^x -+- ( fl -h Df )j = «/, 

— 3-i-D/)x — 4jH-3 = o, .r-f-{i 4- D?)/ -h 5 = 0. 

I — Df)»j; — 2Dr/=6'2^ (6H-2Df-f-Dj)7-i-(5-t-Df)jc = tf'. 

(3i-H9Dr)x-+-(in-4D/)/=o [ou =e'], 
(24 + 7D0x-+-(8H-3Df)7 = o [bu =<?«].• • 
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XrV. — Calcul des variations. 



i . Minimum de / y*r/x, avec les conditions r© = i , / — //x = — 

Jo Jo Xi 



s. Maximum ou minimum des intégrales 



3. Déterminer la forme d*un corps de révolution de volume donné, de manière 
que la durée d'une oscillation infiniment petite autour d'un axe horizon- 
tal, perpendiculaire à Taxe de révolution, soit un minimum. 

i. Trouver une courbe AMB telle que la courbe ayant même abscisse x et une 
ordonnée égale à la longueur de l'arc correspondant AM comprenne, avec 
Taxe des x^ une aire maximum ou minimum. 

] f^[s)dx pour une valeur donnée de 






^' ds , 
-rdx. 
dx 



6. Trouver la courbe homogène dont l'arc a le plus grand ou le plus petit 

moment d'inertie par rapport à un point donné. 

7. Parmi les courbes de même rayon de courbure constant que l'on peut mener 

entre deux points, quelle est la plus courte? 

8. Brachistochrone sur une surface donnée. 

9. Brachistochrone dans un milieu résistant homogène. 



/ 



x/eix^ -I- (iy* dz \/dx^ H- dy* 

-^^, pour ^^ + «3»—^- 



10. Maximum ou minimum de | ^^ — ' > pour -j- h- az^ — '— = a. 



11. Courbe fermée de longueur donnée et d'aire maximum, ou d'aire donnée et 

de longueur minimum. 

12. Une courbe étant tracée sur une sphère, tracer sur cette sphère une autre 

courbe de longueur donnée, et comprenant avec la première une aire 
sphérique maximum. 
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i3. Parmi les corps homogènes de révolution, trouver celui qui exerce la plus 
grande attraction sur un point A de sa masse. 

14. Trouver la brachistochrone parmi les courbes de longueur donnée ou d'aire 

donnée. 

15. Brachistochrone sur un plan incliné ou sur une sphère. 

16. Parmi les courbes de même longueur, quelle est celle dont le centre de gra- 

vité est le plus bas, la courbe étant située dans un plan incliné donné ? 

17. Maximum ou minimum de / /*<ir,pour / ydx = a^ j ^^ = ^- 

18. Déterminer la position d'un fil flexible et inextensible sur une surfoce 

donnée, de manière que son centre de gravité soit le plus bas possible. 



LIVRE CINQUIÈME. 

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES A PLUSIEURS VARLiBLES 

INDÉPENDANTES. 



CHAPITRE PREMIER. 

ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENTIELLES TOTALES DU PREMIER ORDRE 

ET DU PREMIER DEGRÉ 
A PLUSIEURS VÂRUBLES INDÉPENDANTES. 



1003. Nous avons vu [772 et suiv.] que, si p et ç sont deux 
fonctions données des variables Xy y^ on peut déterminer une 
fonction z de ces variables, considérées comme indépendantes, au 
moyen de la relation différentielle 

(i) d^zr^pdx-^ qdf^ 

toutes les fois que la condition nécessaire et suffisante 

(2) dp dq^ 

I 
est vérifiée. Alors la solution du problème s'obtient au moyen de 
deux quadratures. 

Nous allons maintenant examiner le cas où l'on se propose de 
déterminer la fonction z au moyen d'une relation de la forme (i), 
dans laquelle p et ^ ne sont plus des fonctions des seules variables 
indépendantes or, y y mais contiennent explicitement la variable z 
elle-même. 

Il est un cas qui se ramène immédiatement à celui que nous 

H. — Cours de Calcul itifin., III. Q 
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avons déjà traité : c'est celui où les variables sont séparables, 
c'est-à-dire onp et q ne contiennent z que dans un facteur com- 
mun Z. Si Ton suppose 

P et Q étant deux fonctions de a: et de j" seulement, l'équation, 

qui devient 

^2 . ^ . 

sera intégrable si P et Q satisfont à la condition -r- = -—» et son 

intégrale sera une relation entre x, j', z et une constante arbi- 
traire. 

Soit, par exemple, l'équation 

(x* •^j^)dz=: [z — a] [xdy —jdr). 
En récrivant sous la forme 

dz .Tcly — rd.r 



z — a .r* -h /* 

on voit que le second membre est une différentielle exacte, et il 
vient, en intégrant, 

r 

log(3 — a):=arctang hlogC, oq z — o=:Ce 

1004. Considérons maintenant le cas général. 
Une équation de la forme 

(3) F(x,r,3) = C, 

dans laquelle on fait varier le paramètre arbitraire C, représente 
une série de surfaces. En la différentiant, l'équation obtenue 

i4) dY[x,y,z^z^Q, ou —dx-\-—dy-^—dz — o, 

exprimera une propriété commune à toutes les surfaces représen- 
tées par l'équation (3), et, réciproquement, cette équation (4) 
équivaudra parfaitement à l'équation (3), qui en est la consé- 
quencc. 
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SI, au lieu d'être résolue par rapport à C, l'équation de la série 
de surfaces est de la forme 

(5) F(a:,jr,«,C)=0, 

en éliminant C entre cette équation et sa différentielle 

(6) ^F(x,j^,z,C)=o, 

on obtiendra encore une relation entre x, y, z et leurs différen- 
tielles, qui exprimera une propriété commune à toutes les surfaces 
de la série. De plus, en raisonnant comme au n^ 784, on verra que, 
si l'élimination de C se fait sans introduction de facteurs étrangers, 
Téqualion différentielle obtenue équivaudra à l'équation primi- 
tive (5) et représentera la même série de surfaces. 

L'équation (6) étant linéaire par rapport à dxj dj^ dz, si l'on 
substitue dans les coefficients de ces différentielles la valeur de C 
tirée de l'équation (5) (que cette valeur soit ou non exprimable 
explicitement par les signes des fonctions élémentaires), cette 
équation conservera sa forme linéaire et aura pour type général 

(7) l?dx-h(idx + B.(lzz=o, 

P, Q, R étant des fonctions explicites ou implicites de x,yy z. Si 
ces fonctions avaient plusieurs déterminations, il en résulterait 
plusieurs formes pour l'équation (7), et l'on pourrait, par la mul- 
tiplication, réunir ces diverses formes en une équation unique, 
laquelle serait alors de degré supérieur par rapport à dx, dj, dzy 
mais dont le premier membre jouirait de la propriété d'être 
décomposable en facteurs linéaires par rapport à ces différentielles. 
Si l'on pose, pour plus de simplicité, 

P Q 

l'équation différentielle prendra la forme 

(l) dz=p£lx -\r'q€lj,, 

sous laquelle nous allons l'étudier. 

100d« Nous avons vu que, si p et y étaient des fonctions de x 
et de r seulement, ces fonctions devaient nécessairement satis- 
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faire à la condition (a) pour que Téquation (i) pût être intégrée 

par une relation unique entre x, y^ z et une constante arbitraire. 

Voyons quelle est la condition analogue qui doit avoir lieu lorsque 

p et ç sont des fonctions de Xf y^ z, et, pour plus de clarté, 

employons dans cette recherche le langage géométrique. 

En un point quelconque P (x,^) du plan des xy^ élevons une 

ordonnée arbitraire PM = z {fig* 86). Si Ton suppose d'abord j^ 

constant, Téquation différentielle , qui se réduira à Téquation à 

deux variables 

dzzzzpdx^ 

déterminera une courbe MM^ passant au point arbitraire M, et, 

Fig. 86. 




si Téquation (i) représente réellement une surface, cette courbe 

sera la section de la surface par un plan parallèle au plan des zx, 

et j^ jouera dans l'équation de cette courbe le rôle de paramètre 

variable. Si Ton donne ky toutes les valeurs possibles, on obtiendra 

une série de courbes telles que MM|, qui engendreront la surface. 

Ainsi, si Ton change j^ eny-^dy^ la courbe MM| se changera en 

M2M^, et le point M', où elle rencontrera l'ordonnée élevée au 

point V [x -h dxj y + dy)j sera le point de la surface situé sur 

cette ordonnée. 

Si Ton suppose maintenant x constant, et que l'on fasse varier j^, 

l'équation 

dz-== qdjr 

déterminera de même une courbe MM2. En faisant varier le para- 
mètre x dans l'équation de cette courbe, elle se déplacera en 
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engendrant la surface, et elle devra encore rencontrer Tordon- 
née VW en un point M''^, qui sera le point de la surface situé 
sur cette ordonnée. 

Pour que Féquation (i) puisse convenir à une surface , il faut 
que celle-ci soit susceptible de cette double génération et que le 
point M^ coïncide avec M', ou, en d'autres termes, que le quadri- 
latère curviligne MMiM'Ma se ferme. Il faut donc que Ton ait 
Mf /7i| + W^m\ = MaTTia + M'm^, quels que soient les accrois- 
sements dxydy des coordonnées x^ y y c'est-à-dire que l'on ait, 
en employant la notation des différentielles partielles, 

d^z -t- «fy (z -f- d^z) = dyZ -4- ^^ (z H- dyz]^ 
ou enfin 

(8) dy[d^z):=:zd:c{dyZ), 

équation qui doit avoir lieu rigoureusement, et qui exprime la 
condition nécessaire et suffisante pour que l'équation diflférentielle 
puisse être vérifiée par l'ordonnée d'une surface. 

Supposons maintenant les accroissements dx^ dy infiniment 
petits. Alors, en désignant par Ci une quantité infiniment petite 
en même temps que dx^ et par 63 une quantité infiniment petite 
en même temps que dy, on aura, en vertu de l'équation difiéren- 
tielle, 

djcZ=i (p -H «i)dlr, dyZ = (7 -f- tt)dx. 

On a donc 

Or, si l'on désigne, pour abréger, par la notation 

m 

la dérivée partielle par rapport à y d'une fonction de Xyy, z, prise 
en faisant varier j^ en tant qu'il y entre soit explicitement, soit 
implicitement par] z, on a, €\ étant infiniment petit en même 
temps que l'accroissement dy. 

De plus [296], dySi est infiniment petit de même ordre que le 
produit dxdy. Donc, en désignant par if une quantité infiniment 
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petite en même temps que dx et dyy on aura 

-4- e' dxdj' 



.,,.,.,=[(!).. .] 



On trouvera de même la formule analogue 



..,.,=,=[(g)+..] 



-4- «" dydr. 



Donc la condition (8) devient, en divisant par dxdy, 



m--'=m 



+ .% 



et, comme ( "^ ) ^^ ( 3^ ) sont des constantes relativement à dx el 
à dy, il en résulte [166] que l'on a rigoureusement 

('' (l) = (r!)- 

OU, en développant, et remplaçant, en vertu de l'équation (i), ~ 

àz 
par P el ^. par 7) 

, , dp dp âq dq 

Cette égalité doit avoir lieu pour tout système de coordonnées x, 
j, z satisfaisant à l'équation de la surface déterminée par l'équation 
différentielle. Or, d'après la manière dont nous avons construit 
cette surface au moyen de ses génératrices, l'ordonnée initiale PM 
a pu être choisie arbitrairement, ce qui revient à dire que l'équa- 
tion de la surface doit renfermer une constante arbitraire. Maïs 
l'équation (lo) ne pourrait pas subsister si la valeur de z corres- 
pondante aux valeurs quelconques j:,j^ était arbitraire. Il faut donc 
que cette égalité soit identiquement vérifiée par les valeurs des 
fonctions p et y, quels que soient x, jj z. Cette identité est donc 
nécessaire ; nous verrons plus loin qu'elle est aussi suffisante. 

Si l'on suppose l'équation donnée sous la forme (7), et que Ton 

P Q 

remplace^, q par' — -> — ^> la condition (10) prendra la forme 
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plus symétrique 

1006. Si la condition (lo) n'est pas identiquement vérifiée, 
Téquation différentielle (i) ne pourra être intégrée par une relation 
unique entre Xy y^ z, renfermant une constante arbitraire. 

Il peut se faire, dans certains cas, que Féquation (lo), n'étant 
pas identique, donne, par la différentiation, une valeur de dz en 
Xy y y Zy ùxy àj ^ qul satisfasse à Féquation (i), c'est-à-dire qui 
devienne égale à pdx-^ ^^Jj lorsqu'on remplace partout z par sa 
valeur tirée de l'équation (lo). Dans ce cas, l'équation différentielle, 
quoique n'admettant pas d'intégrale générale, c'est-à-dire ne 
représentant pas une série de surfaces, admet cependant une inté- 
grale particulière sans constante arbitraire, c'est-à-dire qu'elle 
représente une surface unique et déterminée. Nous verrons plus 
loin un exemple de ce cas. 

Si la différentielle de l'équation (lo) ne s'accorde pas avec l'équa- 
tion (i), quels que soient dxy djy alors l'équation (i) ne peut être 
vérifiée par aucune relation unique entre Xy y y Zy et elle ne peut 
convenir à aucune surface. On pourrait alors établir entre Xy yy z 
une relation arbitraire quelconque, au moyen de laquelle on expri- 
merait %y par exemple, en fonction de x et de j^, et dz en fonction 
de Xy yy dxy dy. En substituant ces valeurs dans l'équation (i), 
celle-ci deviendrait une équation différentielle ordinaire entre deux 
variables. En l'intégrant, on aurait une relation entre Xyy et une 
constante arbitraire, relation qui représenterait une série de courbes 
tracées sur la surface choisie arbitrairement. Nous verrons plus 
loin comment on peut arriver simplement à cette solution. 

1007. On voit aisément que, si la condition (9) ou (lo) est vé- 
rifiée identiquement, on peut alors tirer de l'équation différen- 
tielle (i) le développement de z par le théorème de Taylor. 

D'abord, sous cette condition (9), on peut tirer de l'équation (i) 
les valeurs de toutes les dérivées partielles d'ordre quelconque de z, 
exprimées au moyen de Xy yy z. On a déjà 

dz dz 
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Ensuite il vient 






où l'on remplacera ^» -r^ par p et ij; puis, en vertu de la condi- 
tion (9), 

dxôx \àx) xàx)* 

En passant aux dérivées du troisième ordre, on aura, par exemple, 
soit en partant de — =;?, soit de j- = ^, les valeurs, identiques 
d'après la condition (9), 

ÔJi^âx "" \dxôx) "" \ dx / "" \ dx / ~ \dx* ) ' 
et de même, en général, 

dx"' dy"' ~~ \dx"'-^dx'') 




\dx) ) ^ ( \dx} \ ^ / a^H^-n-i^ x 



(}x'«- 



de sorte que les valeurs tirées de p sont identiques aux valeurs 
tirées de q. 

Cela fait, soit z^ la valeur arbitraire de z correspondante au 
point initial (^o^^o) du plan des xy. En mettant pour x^jj z les 
valeurs XqjJ^j z^ dans les expressions de toutes les dérivées par- 
tielles de Zy on obtiendra les valeurs de tous les coeflicients du 
développement de z suivant les puissances de x — x^ et àey — y^y 
et ce développement contiendra la seule constante arbitraire Zq. 
On voit que la condition nécessaire et suffisante pour que ce déve- 
loppement soit possible, c'est que la condition (9) ait lieu. 

1008. La surface variable F(j:, j*, z, G):= o, dont l'équation 
est l'intégrale générale de l'équation (i), peut avoir une enveloppe , 
dont l'équation s'obtiendrait, comme celle de l'enveloppe d'une 
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courbe plane , par l'élimination de G entre les équations F = o 
d¥ 

«^dc = °- 

On démontrerait, comme pour le cas des courbes planes, que 
Téquation de Fenveloppe satisfait aussi à Téquation différentielle 
des enveloppées, dont elle est une solution singulière. 

1009. Une équation aux différentielles totales, 
(7) PÉ2r+Qû[r-l-Rrfa = o, 

lorsqu'elle est intégrable, admet un multiplicateur |u, c'est-à-dire 
un facteur tel que, en multipliant par lui le premier membre de l'é- 
quation, le produit devient une différentielle exacte. 

En effet, si l'équation (7) admet une intégrale renfermant une 
constante arbitraire C, cette intégrale, résolue par rapport à C, 
prendra la forme /"(a:, y, z) = C, d'où Ton tire, en différentiant, 

(la) -T-£/x -t- T-ûîr H- -T- «- = o« 

^ ' ôx oy ôz 

Puisque la valeur de z tirée dey = G satisfait à l'équation (7), il 
faut que les coefficients de dx^ dy, dz soient proportionnels dans 
les deux équations (7) et (12), c'est-à-dire que l'on ait 

à^ ¥ àl 
dx dy dz 

p"""'q ■" r' 

et l'on prouverait, en raisonnant comme au n^ 829, que ces deux 
relations doivent être des identités. En désignant donc par fx la 
valeur commune des trois rapports précédents, on aura 

Donc |x(Pc/a: 4- Qdy + Rrf^) = df[x,y-j z) est une différentielle 
exacte d'une fonction des trois variables x^y^z^ considérées comme 
indépendantes. 

Les conditions d'intégrabilité de cette différentielle donnent 
[776] les relations identiques 

^(f^Q)^ ^(f^R) ^ (?(f^R) ^ <?(pP) ^ ^(pP)^ a(pQ) 

àz ày dx dz ôy dx 
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Développant les calculs et ajoutant ces trois égalités, respective- 
ment multipliées par P,Q, R, on obtient la condition (ii), laquelle 
doit être, par suite, identiquement vérifiée toutes les fois que 
Téquation (7) est intégrable par une équation renfermant une 
constante arbitraire. 

1010. Voyons maintenant comment on peut trouver Tintégralc 
d'une équation donnée 

(l) dz=^pdx -\- qdjr, 

lorsque cette intégrale existe. Cette équation équivaut aux deux 
équations 

(i3) eijgZ = pdXf 

(l4) dyZz=zqdx, 

Si elle admet une solution, celle-ci doit être comprise dans l'inté- 
grale générale de Téquation ( 1 3), considérée comme ayant lieu entre 
les deux seules variables a: et z. L'intégrale générale de (i3) peut 
être mise sous la forme 

Y étant une quantité arbitraire, indépendante de x, et pouvant 
être considérée comme une fonction arbitraire àej. Il reste à voir 
si, par une détermination convenable de cette quantité Y, on peut 
faire en sorte que la valeur de z donnée par l'équation (i5 ) satisfasse 
aussi à l'équation {i4)- Pour cela il faut que, en tirant de (i5) 
les valeurs de z et de dyZy et les portant dans l'équation (i4)> 
celle-ci puisse être identiquement vérifiée par une détermination 
convenable de Y en fonction iej seul. L'équation (i4) devient, 
par cette substitution, 
/ r\ àf df dY 

z étant remplacé dans le second membre pary(a:,^. Y). Pour que 
cette équation puisse être vérifiée par une valeur de Y en j^ seul, 
il faut que ses coefficients soient indépendants de x^ et par suite 
que X en disparaisse en même temps que z, ou que x ne figure 
plus dans l'équation que dans un facteur que l'on puisse supprimer. 
Réciproquement, si cette condition est vérifiée, la relation (16) 
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sera une équation différentielle du premier ordre entre les deux 
variables y et Y, et l'on pourra en tirer, par l'intégration, une 
valeur de Y en fonction de y et d'une constante arbitraire C. 

On voit donc que, en substituant pour Y cette valeur enj^ et C 
dans l'expression (i5) de z, on obtiendra une valeur de ^ qui 
satisfera à la fois aux deux équations (i3) et (14)9 6t par suite à 
Téquation proposée (i). 

4011. Voyons maintenant comment on pourra, avant d'effectuer 
rintégration de l'équation ( 1 3) , reconnaître d'avance si x disparaîtra 
bien lorsqu'on éliminera z entre (i4) et (i5). Si la disparition a 

/)/* /)/* //Y 

lieu dans Téquation (16), la quantité -z \--y^-^ q étant indé- 

pendante de x^ ou ne contenant x que dans un facteur commun, 
sa dérivée partielle par rapport à x sera nulle, soit identiquement, 
soit en vertu de l'équation (16), et l'on aura identiquement 

fini dy à^f d^ _ ldq\ 

' ^^ dxày àxàX dy "~ \dx) ' 

lorsqu'on remplacera -z par y*(x,j^. Y), et Y par sa valeur en ^ et C. 
Mais, (t5) étant l'intégrale de (i3), on aura identiquement, en 
remplaçant z pary(a:,^, Y), 

àf 

Cl, comme il doit en être de même quel que soitj)', les dérivées 

partielles des deux membres par rapport ky seront égales, d'où 

l'on tirera 

^i81 ^'/ , à\f dY __fdp\ 

^ ^ dxdy âxâY dx ~" \ùx) 

ce qui aura Heu, pour z =y(a:,j'. Y), quel que soit Y indépen- 
dant de Xy et en particulier pour la valeur de Y déterminée en j 
et C. Or, pour cette valeur de Y, les premiers membres des équa- 
tions (17) et(i8) sont égaux; donc il en est de même des seconds, 
t't Ton a, par conséquent, la condition 

qui, étant développée, n'est autre que la condition (10). 



> 
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Mais, Y contenant une constante arbitraire an moyen de laquelle 
on peut, pour des valeurs données quelconques de x et de /, faire 
prendre à z=y(j:,j,Y) une valeur arbitraire, l'égalité (19) 
devra avoir lieu pour un système quelconque de valeurs dexyj^z; 
donc cette égalité devra avoir lieu identiquement, sans que Ton 
ait besoin de remplacer z par sa valeur (i5). Ainsi, l'identité (10) 
est une conséquence nécessaire de Tintégrabilité de Téquation (i). 

Réciproquement, si l'identité (10) a lieu quels que soient x,j^,z, 
elle subsistera encore lorsqu'on prendira pour z la valeur (i5), 
intégrale de l'équation (i3). Cette valeur de 2 donne identiquement, 
quel que soit Y indépendant de x, 



àf^„ à\f _^ à\f 



dx ' ' ôxôy dxôY 



dx \àx) 



Donc on aura aussi, pour la même valeur de z, l'équation (17), 

qui exprime que la quantité j- -+- -r^ -r q est indépendante 

de X, On peut donc rendre cette quantité nulle par une détermi- 
nation convenable de Y en fonction de y et d'une constante 
arbitraire, et, pour cette valeur de Y, la valeur (i 5) de z satisfera à 
l'équation (i4)- Comme elle satisfaisait déjà à l'équation (i3), il 
s'ensuit qu'elle sera une intégrale de l'équation (i). Donc la 
condition (10) est suffisante pour l'intégrabilité de l'équation (i). 

1012. Voici, d'après ce qui précède, comment on devra procéder 
pour obtenir l'intégrale générale d'une équation donnée 

(7) P<ir-|-Qrfr-4-Rrfz = o. 

Comme on peut toujours prendre à volonté, parmi les trois variables 
^^y^^y celle que l'on considérera comme une fonction inconnue 
des deux autres, supposées indépendantes, égalons d'abord à zéro 
celle des trois différentielles pour laquelle l'équation restante 
fournira le calcul le plus simple, dy par exemple. Intégrons alors 
l'équation à deux variables 

P^r-f.RJ« = o, 

dans laquelle on regarde j^ comme une constante. On obtient ainsi 
une intégrale de la forme 

(18) F{x,j,2,Y) = o, 
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Y étant une fonction inconnue de y. Différentions maintenant 
cette équation partiellement par rapport à y y et, entre la différen- 
tielle 

^rï'(^»r»«,Y) = o, 

Téquation (i8) et Téquation différentielle 

^dy -4- Y^dz = o, 

éliminons z et ^* Si la condition d'intégrabilité est remplie, le 

résultat de cette élimination devra être une relation entre les seules 

quantités j*, Y, — ? d'où x aura disparu. En intégrant cette nouvelle 

équation diflférentielle, on aura une valeur de Y en fonction dey 
et d'une constante arbitraire, et cette valeur, substituée dans (i8), 
donnera l'intégrale générale de l'équation (7). 

Exemples. — I. Soit l'équation 

[l -i- X -^ jr -^ z) dx -h djr -i- dz = o. 

En supposant d'abord dx = o, or constant, on aura à intégrer 

l'équation 

djr -i- dz z=z o^ d'où ^ -h 2 = X. 

En di£férentiant cette équation par rapport à x, j* étant constant, 
il vient dz = dX. Substituant celte valeur et celle dey + z dans 
l'équation proposée, où l'on aura fait dy=;o, il vient 

[i-hx-{-X)dxH'dX = Oy doù[82l] X = — or-i-Ce-*. 
L'intégrale générale de l'équation proposée est donc 

IL Soit l'équation 

jrdx — xdjr Jz = G. 

En supposant z constant, on d^ydx — xdy = o, d'où 

yzzzZxy d^=xdZi 

substituant ces valeurs de^ et de dy dans l'équation proposée, où 
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Ton aura fait dx == o, elle devient 

X* Z' I z 

o= — .r'^/Z ^€fe, d'où - = log^j 

et enfin 

Remarquons que l'équation proposée peut s'écrire sous la forme 

dz ydx — .rdy 



y 



5 



OÙ les variables sont séparées [ 1003]. 

III. Soit l'équation 

(j + ^lr^-^r-h [x-h z]zdj''i- [j ^x)xdz=:zo, 

et supposons dy=:zo,j constant. L'équation 

d.r dz . . - 

H = G donne jr -\~ z=z [j — j^ ) ^ , 



d'où, en diflerentiant par rapport à j) , 

djr ^dz=^{x- x] dY^Ydj- = (j -+- 3) Ç -h Y./r, 

et, à cause de x -|- ^ = (x — j) (1 — Y), l'équation 

( X -I- 3 ) zdf + ( r — j: ) ytlz rr: o 

devient, en réduisant et divisant par (a: — j)^, 

dr dY „ V ^ >- 

7 + Y(Yir7] = «. '•'«^ ^=7=171' 

et par suite 

IV. Soit encore l'équation 

En faisant rfz = o, il vient 

(x* — ^* 4-z')^X — Z^dy=:z o, 
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équation qui est évidemment vérifiée par j^ = x. On est porté ù 
croire, d'après cela, qu'elle se simplifiera si l'on pose 

ce qui donne, en effet, 

.du _ 

a" -T — \- nujc =2 — //', 
ax 

équation de BernouUi [824], dont l'intégrale est, en se rappelant 
que z joue ici le rôle d'une constante. 



^ = «"(z + ^/'"^v-). 



ou, en posant généralement Je^^^dt = f(i), 



'-^•My^i- 



DifTérentions maintenant cette équation partiellement par rapport 
ù Zj en supposant x constant, Giy et par suite u fonctions de z. 
On trouve 

On a d'ailleurs ^ = X -f- 1/, d'où dj" = du, ce qui, avec dx = o, 
réduit l'équation proposée à 

, , c'-+- 9..r' 4- ux 
— z^au H udz =z o. 



Substituant dans cette équation la valeur de du tirée de la précé- 
dente et divisant par u^, on trouve 

OU, en développant et réduisant, 

Zdz-^zdZ = Of d'où Zz = C\ 
par suite, 
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V. Si y dans Téquation 

Vdx -h Qflfj -h Kdz z= o, 

P, Qy R sont des fonctions homogènes de même degré m en X; j^, z, 
en posant alors 

S, Ty U étant des fonctions de 5 et de ty Téquation prendra la 

forme 

dz Sds ■+■ Tdt 



S*-hTr-hU 



o, 



où les variables sont séparées [1003]. On peut appliquer cette mé- 
thode aux trois exemples précédents. 

1013. Si la condition d'intégrabilité n'est pas vérifiée, alors, en 
éliminant [1010] la variable z entre les équations (i5) et (i6), la 
variable x ne disparaîtra pas en même temps que Zy et l'on ne 
pourra plus obtenir Tintégrale de Téqu^tion (i) sous forme d'une 
relation unique entre x,jy z et une constante arbitraire. U faut 
alors [1006] établir entre x, y^ z une relation arbitraire, pour 
ramener l'équation (i) au cas d'une seule variable indépendante. 

On peut prendre pour cette relation l'équation 

(i5) z=f[x,r-iY 

On aura alors, en di£férentiant, 

dz=pdx^qdx=^^dx^^^dr^^d:t. 

On a d'ailleurs identiquement, d'après ce que nous avons vu, 

pdx = -^ dx. 
ox 

Retranchant cette égalité de la précédente, il vient 

Or la condition pour que l'équation différentielle (i) soit véri- 
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fiée, c'est que l'on ait dz =pdx-h ^djj condition à laquelle on 

satisfera, si Ton pose 

_df ^f dY 

^■"à/"*"dY d/ 

c'est-à-dîre si l'on prend pour seconde équation entre x, y, z 
l'équation (16), qui nous avait servi, dans le cas d'intégrabilité, à 
déterminer la fonction Y. 

Lors donc que la condition d'intégrabilité ne sera pas vérifiée, 
on commencera encore le calcul comme nous l'avons indiqué 
au n® 1012. Après avoir trouvé l'intégrale (18) de l'équation 
\^dx 4- Rrf^ = o, on différentiera partiellement cette intégrale par 

rapport à j^, en laissant x constant et remplaçant — par — ^« On 
aura alors les deux relations 

, ^ T./ ^^ àY ()F €lX dY 

(.9) F(.,r,3,Y)=:0, _-H^-+-^--:--.0. 

contenant la fonction arbitraire Y de la variable j^, et représentant 
une infinité de courbes dont les équations satisferont chacune à 
l'équation difierentielle{ 7). 

Par ce moyen, l'intégration de l'équation Vdx -f- Rrfs = o peut 
se faire avant que l'on ait choisi la fonction arbitraire Y. 

1014. Si, au lieu d'une fonction arbitraire d'une seule variable j^, 

on voulait introduire dans les équations intégrales une fonction 

arbitraire d'une fonction donnée u des trois variables a:, j^, z, on 

exprimerait une de celles-ci, x par exemple, en fonction des deux 

autres et de u, et, si l'on a dx = Idu h- mdj -\-ndz, l'équation (1) 

deviendra 

Ipdu -h ( /np -^ q) djr -^ ^np — i) dz=:o. 

Si maintenant /( a, j^,z,U) = o est l'intégrale de l'équation 

[mp -h fj)djr -h [np — i]dyZ^= o, 

on n'aura qu'à joindre à cette intégrale sa dérivée partielle par 
rapport à u, 

àf ^ Ip àf ^ dfdV ^^ 

du i — np dz du du ' 

H. — Cours de Cale, i/tfinit., III. lO 
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pour avoir un système d^inté^ales dépendant d'une fonction 
arbitraire d'une fonction donnée des trois variables. 

1015. On peut encore se proposer de déterminer la fonction 
arbitraire Y des équations (19) de manière que les lignes repré- 
sentées par ces équations se trouvent sur une surface donnée 

(20) ?(-2^>r. s] — o. 

On éliminera alors x et z entre les équations (19) et (20), et il 

restera une équation entre j^, Y et — > d'où l'on tirera par intégra- 
tion la valeur de la fonction Y. 

On aurait pu^ dans ce cas, plus simplement, éliminer d'abord z 
et dz de l'équation (7), au moyen de l'équalion ( 20) et de sa diffé- 

rentielle, et intégrer ensuite l'équation résultante entre x,^ et -j- • 

1016. Exemple. — On propose de déterminer une surface 
conique dont le sommet soit en un point donné (a, b, c), et qui soit 
de révolution autour de l'axe des z. 

En écrivant que le plan tangent en un point quelconque de la 
surface passe au point [a, b, c) et que la normale rencontre tou- 
jours l'axe des z, on a les deux équations 

/ . dz , ,.ôz dz dz 

d'où l'on tire 

ï dz \ dz z — c 



X d.r y dy •^(•»' — «) -t-^(j — ^) 

équations dont l'ensemble équivaut à l'équation aux diflTérentielles 
totales 

, . dz xclx + ydr 

(i) •=. — . 

^ ' z — c x[^x — «)-H/(j — ^) 

La condition d'intégrabilité, qui se réduit à 

bx =z ay, 

ne peut être vérifiée identiquement que si Ton a a = £=:o ou 
si le sommet donné est sur l'axe des Zy et il était aisé de le prévoir 
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a priori, autant du moins qu'il s'agit de trouver une surface dont 
l'équation doit renfermer une constante arbitraire. 

Cependant l'équation est vérifiée en égalant à zéro le facteur 
z — c ; car, en posant, pour abréger, 

si l'on écrit l'équation (i) sous la forme 

dz ==: '— dx H — dY<t 

la condition d'intégrabilité devient 

( z — c)x dv X dz [z — c)jrdv X dz 

p* djr V âj^ f* dx V ôx 

OU, en mettant pour — > ^ leurs valeurs données par l'équation 
différentielle, 

[z — c) [bx — ajr) =r: o. 

La condition z — c = o n'est pas vérifiée identiquement, mais 
elle s'accorde avec l'équation différentielle. On a donc une solution 
unique de la question dans le sens de l'énoncé [1006], le planz = c 
étant le seul cône de sommet (a, i, c) qui puisse être regardé 
comme étant de révolution autour de l'axe des z. 

Pour avoir maintenant une série de courbes satisfaisant à l'équa- 
tion (i), intégrons d'abord l'équation 

xdx-\- ydf 

= o. 



x[.T—a) -\-jr[jr — b) 
ce qui donne 

(a) x»4-^«^y(z), 

<f[z) étant une fonction arbitraire de^. On 3^ joindra [1013] l'équa- 
tion 

dx djr ,. . 

» 1* ^ dx V djr V ,, 

OU 1 on remplacera -r- par -, — > -~ par ; r— » et 1 on aura 

* dz '- [z — c)x dz '■ [z — c)jr 

10. 
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l'équation 

(3) j:[^-a)+y[^-b) = l[z-c)f-{z), 

qui, jointe à l'équation (2), représentera la série de courbes cher- 
chée. Ce sont les lignes de contact d'une surface de révolution (2) 
autour de Taxe des z avec un cône circonscrit à celte surface cl 
ayant pour sommet le point [a, b, c). 
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CHAPITRE II. 

ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 



§1- 

FORMATION DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 
FAR l'élimination DES FONCTIONS ARBITRAIRES. 

1018. Soit u :z^fi^x, y^ z) une fonction donnée des variables j:, 
y y z, et supposons qu'on établisse entre ces trois variables une 
relation de la forme 

F désignant une fonction donnée, cp une fonction arbitraire. L'équa- 
tion (i) pourra encore se mettre sous la forme 

V étant, comme i/, une fonction donnée de x, y y z, ou encore sous 
la forme 

(3) *(ll, r)r=:0, 

4>^tant encore un signe de fonction arbitraire. Sous ces diverses 
formes, on peut dire que l'équation (i), (2) ou (3) établit une 
relation arbitraire entre deux fonctions données de x^j, z. 

Cette équation (1), (2) ou (3) représente une infinité de surfaces, 
composant une même famille, laquelle est caractérisée par la 
nature des fonctions données u et F ou f', et les diverses surfaces 
de cette famille diffèrent entre elles par la nature de la fonction 
arbitraire cp ou 4>. 
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1019. On peut maintenant, au moyen de la difTérentîation, éli- 
miner la fonction arbitraire f ou 4>, et tirer de la relation donnée 
entre x, y^ z, qui renferme une fonction arbitraire, une relation 
sans fonction arbitraire , exprimant une propriété commune à 

toutes les surfaces qui appartiennent à la famille considérée. 

dz 
Désignons, pour abréger, par ^, y les dérivées partielles -r^» 

"5 et convenons, comme nous l'avons déjà fait [lOOo], de repré- 
senter par (-T-)j par exemple, la dérivée partielle par rapport 

à X d'une fonction 11 de x,y, z, prise en y faisant varier x, non- 
seulement en tant que celte variable entre explicitement, mais 
encore en tant qu'elle entre implicitement par le moyen de z. 

En diflerentiant l'équation (3) par rapport à or, puis par rapport 
à r, il viendra 

du \ôx) ôv \dx) 



d* (du\ dif (dp\ _ 
Tu W) ^ T^ \dj) -' ""' 



d^ d^ 
d'où Ton tire, en éliminant le rapport -r- ' -r-^ l'équation 



(4) 



ou, en développant, 



\di) \dx) 
(du\ Idv^ 
\dx} \dx 



■= o, 



(5) 



du 


a.' 




du 


dp 




du 


à» 


dx 
du 


dx 

dv 


-+-/' 


dz 
du 


dz 
dv 


-f-y 


dx 
du 


dx 


dx 


àx 




dx 


àx 




dz 


dz 



-o, 



le terme multiplié par pq s'évanouissant identiquement. On a 
donc, pour toutes les surfaces de la même famille, une même rela- 
tion (5) entre les variables indépendantes x^ y, la fonction z et 
ses deux dérivées partielles /?, q. Une telle relation s'appelle une 
équation aux dérivées partielles. De plus, cette équation est du 
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premier ordre, parce qu'il n'y entre que des dérivées parlielles 
du premier ordre, et elle est linéaire, parce que ces dérivées par- 
tielles n'y entrent qu'au premier degré et sans être multipliées 
entre elles. 

4020. Réciproquement, l'équation (5), que nous avons déduite 
comme conséquence de l'équation (a) ou (3), entraîne elle-même 
celte dernière comme conséquence. En effet, Téquation (5), qui 
peut toujours se ramener à la forme (4)* s'écrit aussi sous la forme 



[dij \dj) [d. 









W étant la valeur commune des rapports précédents, quelle qu'elle 
soit. Donc l'équation aux dérivées partielles (5) équivaut à l'éta- 
blissement entre uelv d'une relation de la forme 

qui devra être vérifiée identiquement si l'on donne à z une 
valeur qui satisfasse identiquement à l'équation (5). Or, d'après 
ce que nous avons démontré [778], cette relation exige que 
les quantités m et p» soient fonctions l'une de l'autre lorsqu'on 
y remplace z par sa valeur en Xj j. Donc il doit exister entre u 
clv une relation arbitraire, telle que (2) ou (3), dont rien 4 aîH^ui'S 
ne particularise la forme. Par conséquent, toute fonction z 
des variables indépendantes x, y qui satisfait identiquement à 
Téquation (5) doit être déterminée en x etj^ par une relation de 
la forme (a) ou (3), c'est-à-dire par une relation arbitraire entre 
les fonctions déterminées m, \> de x, y^ z. 

Nous faisons ici abstraction des solutions étrangères ou singu- 
lières qui pourraient s'introduire avec des facteurs communs dans 
le premier membre de l'équation (5). Nous laisserons de côté ce 
genre de solutions, qui donnerait lieu à des recherches analogues 
à celles que nous avons faites pour les équations du premier ordre 
entre deux variables, si ce n'est qu'elles seraient plus compliquées. 

On pourrait aussi traiter les questions des deux paragraphes 
précédents par la considération des déterminants fonctionnels, 
comme nous allons le voir pour un cas plus étendu. 
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1021. Soit, en général, t une fonction des n variables indépen- 
dantes Xyj\ z, • . . , et supposons que 

soient n fonctions données des n -i- i variables 

•i ^^ y^ ^> .... 

Si Ton pose entre les n fonctions u, i^, w, ... une relation arbi- 
traire 



(6) 



♦ [tf, r, «', .. .;:^ O, 



on pourra de cette relation tirer une équation linéaire aux dérivées 
partielles du premier ordre de la fonction t^ équation qui ne con- 
tiendra plus la fonction arbitraire 4>. 
Posons, en effet, pour abréger Técriture, 



dt 



f)t 



p^ôs' '^^oy 



î ''i 



du 



du 



dt -^ Or 



En différentiant successivement l'équation (6) par rapport à jr,j', 
z, . . . , il viendra 

— [u^ -H pu,) -f. - - (r^ 4- ^c,J -f- . . . -_.:: o, 
_ [u^,-^rju,] -4- — [v^. + qv,) -^ . . . = o, 



L'élimination de -t-> — » • • • entre ces équations donne la relation 

ou Oi> ^ 



(7) 



U 

I 

U 



t 

X 

y 



pu\ 
qu\ 






• •.•■•• 



- O. 



Or, le déterminant 



a -{- ptx. b -^ pp 
a'-^qat! b'-h qP 

..... . ...a*. 
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peut se mettre sous la forme 

I a ^ ... 

— p-\-p a-]-poL h-^pP ... 

— q--q a'-^q% b'-h qp ... 



i53 



et, en ajoutant à la deuxième, à la troisième, . . . ligne horizontale 
les produits de la première ligne horizontale respectivement par 
— p, — y, . • . , le déterminant se réduit à 



I « p 
— p a b 
-q a' b' 



• • • • 



Diaprés cela, le déterminant A ci-dessus deviendra 



1 


"t 


p 




n 


"y 



v, 



«' 



(7)' 



Donc Féquation A = o devient, en développant, 



(8) 



U 



V 



I I 
u . V . 

y y 



u, 



t r 

«j 'y 



— n 



u 
u 



t ^t 

I t 



o, 



équation linéaire aux dérivées partielles du premier ordre de la 
fonction t. 

1022. On peut arriver plus directement à Téquation (7) par la 
propriété fondamentale des déterminants fonctionnels [316]. 

Si Ton remet, dans Téquation (6), à la place de t sa valeureux, 
7', z, . . ., tirée de cette même équation, cette équation se changera 
en une relation identique entre les fonctions u, v, . . . , exprimées 

en x,jr, Donc, après le remplacement de t par sa valeur, ces 

fonctions i/, (^, . . . ne sont plus indépendantes entre elles, et, par 
suite, leur déterminant fonctionnel est identiquement nul. Donc, 
lorsqu'on met pour t sa valeur enx,j, ... tirée de (6), Téqua- 
lion (7) ou (8) doit être identiquement vériGée. 



l54 LIVRE V. — CHAP. II, § I. 

Réciproquement, si, pour une valeur convenable de t en jc, 
y, . , . , Téquation (8) ou (7) est identiquement vérifiée, c'est que 
la substitution de cette valeur dans u, v, ... fait évanouir le 
déterminant fonctionnel de ces fonctions par rapport kx, y,, .... 
et que, par suite, ces fonctions cessent d'être indépendantes entre 
elles. Donc, pour cette valeur de ^, il doit s'établir une relation 
identique quelconque entre u, ^», . . . , de sorte que t est une 
solution d'une équation obtenue en posant entre u, ^, ... une 
relation quelconque. Nous venons de voir, d'ailleurs, que l'équa- 
tion (8) ne dépend nullement de la forme de cette relation, 
laquelle est, par conséquent, entièrement arbitraire. 

Donc les deux relations (6) et (8) sont une conséquence l'une 
de l'autre, et, partant, elles sont entièrement équivalentes entre 
elles. 



1023. Exemple, — Soit la relation 



♦ I — ) —5 -> 

x^ X a: 



)=«. 



par laquelle t est défini comme une fonction homogène du 

degré (x des variables x, j, z, .... Ici Uy v, w, . . . sont respecti- 

, . t Y z 

vement les expressions — > — ? - 5 • • • 

* jL'^ a: X 

devient 



et, par suite, l'équation (7') 



I — 



P — 



I 
x^ 








.^' 


X 




j.V-^i 


» 





I 

X 











1 
.r 



OU, en développant, 

équation qui exprime la propriété générale de la famille des 
fonctions homogènes, connue sous le nom de théorème d'EuIer 
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[322]. On voit, par la réciproque du numéro précédent, que cette 
propriété est nécessaire et suffisante pour caractériser ces fonctions. 

1024. Si la relation donnée, au lieu d'une seule fonction arbi- 
traire ^{u)y contenait deux fonctions arbitraires ç(ii), x(^) ^^ 
fonctions données u, v des variables x, j", z, en sorte qu'elle fût 
de la forme 

F désignant une fonction donnée, en différentiant cette équation 
une première fois par rapport à x et par rapport à y^ on obtien- 
drait deux équations de plus, en tout trois, et deux quantités de 
plus à éliminer, ^'(m), x'(^)> ^^ X^oxsX quatre. En passant aux 
dérivées du second ordre, on aurait trois équations de plus et 
deux quantités de plus à éliminer, ?''(ï^)> x"(^)» ^^^^ ^^ \-OViX six 
équations et six quantités à éliminer, de façon que Télimination ne 
pourra se faire que dans des cas particuliers. Il faudra donc géné- 
ralement aller jusqu'aux dérivées du troisième ordre, ce qui portera 
à huit le nombre des quantités à éliminer et à dix celui des équa- 
tions. On pourra donc combiner ces équations de plusieurs manières 
différentes et en tirer différentes équations aux dérivées partielles 
du troisième ordre, délivrées des fonctions arbitraires et procédant 
toutes de la même équation primitive. 

Généralement, si l'on a n fonctions arbitraires portant chacune 
sur une fonction donnée de x, y^ z, en différentiant l'équation 
jusqu'à ce que l'on arrive aux dérivées de l'ordre m, on aura 

[m H- i)/i 
quantités à éliminer entre 

I -I- 2 -4- 3 -h . . . + (m -i- I = ^ '-^ - 

équations. Pour que l'élimination soit possible, il suffit que l'on 
ait ^> n, condition qui sera remplie si l'on prend 



m = 2/1 — I. 



Tel est, en général, l'ordre de l'équation aux dérivées partielles 
résultant de l'élimination des n fonctions arbitraires. Le nombre 
des quantités à éliminer sera alors 2/1^, et celui des équations 
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a/i--f- n. En combinant celles-ci par groupes de a/i^-h i, on pourra 
faire de diverses manières Télimination des fonctions arbitraires. 

On voit que, pour le cas même le plus simple de deux variables 
indépendantes, la relation entre Tordre de Téquation diflférentielle 
et le nombre des arbitraires de Téquation primitive est loin d'être 
aussi simple que dans le cas analogue des équations à une seule 
variable indépendante. 

Si, au lieu d'une fonction arbitraire ^{u) d'une seule fonction 
donnée m, on avait, dans l'équation primitive entre J^, j', z, une 
fonction arbitraire ^(u, ^) de deux fonctions données, l'élimination 
de cette fonction entre l'équation primitive et ses dérivées partielles 
ne pourrait plus se faire, chaque nouvelle différentiation intro- 
duisant précisément autant de nouvelles quantités à éliminer que 
de nouvelles équations. 

§11. 

ÉQUATIONS ALX DÉRIVÉES PARTIELLES DES PRINCIPALES FAMILLES 

DE SUR FACES. 

1025. I. Surfaces cylindriques. — Soient les équations d'une 
droite 

a et b étant des coefficients constants, a et jS des paramètres 
variables. Pour qu'une ligne engendre une surface, il faut que sa 
position ne puisse varier que dans un seul sens déterminé, et par 
suite que ses équations ne renferment qu'un seul paramètre variable 
indépendant. Donc, pour que la droite ci-dessus engendre une 
surface, il faut qu'entre les deux paramètres a, p il existe une 
relation quelconque 

(.) |3 = f(«). 

Dès lors, les équations de la génératrice d'une surface cylindrique 
seront 

(2) x=zaz-h Kj x=l^^-^?{^)t 

et, en éliminant a entre ces deux équations, on aura, pour l'équation 
de la surface, 

(3) X — bz^=f[x — «»), 
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équation générale des surfaces cylindriques parallèles à la droite 
(4) a:=zaz, yz=zbz. 

En difTérentiant l'équation (3) par rapport à j: et àj^, il vient 

— bp = [i — ap]<^'[x-'az), 
1 — bq :z^ — aq y' ( -r — az)^ 

d'où, en éliminant ^'(x — ciz), 

— bp I — ap 



■ (5) 



1 — Ùq — €iq 

OU, en réduisant, 

(6) ap-\-bq~i, 

équation aux dérivées partielles de toutes les surfaces en question. 

On aurait pu obtenir directement cette équation en exprimant 
que, dans les surfaces cylindriques parallèles à la droite (4), le 
plan tangent est toujours parallèle à cette droite. 

Réciproquement, cette propriété du plan tangent, exprimée par 
l'équation (6) ou (5), suffit pour définir la surface (3). En effet, 
l'équation (5) peut s'écrire 

— bp I — bq ^x[y — ^^ ^ ) ^v ( ^* — ^ 3 ) 

=r 5 OU -- ~ = --r T^ 

I — ap — aq «;c(-*^ — ^*J Uy\J: — az] 

ou, en désignant par co la valeur commune des deux rapports 
précédents, 

d'où l'on tire, par addition, 

d[jr — bx)=: (ûei[x — az). 

Donc, d'après ce que nous avons démontré [778], les deux fonc- 
tions X — aZyjr — i^ doivent dépendre l'une de l'autre, ce qui 
donne l'équation (3). 

1026. On peut encore présenter le même calcul sous la forme 

suivante. Soient 

X — a X — P ^ — y 

a b c 



l58 LIVRE V. — CHAP. II, § II. 

les équations de la génératrice d^un cylindre, 

/(«, p, 7)r=3 0, F{«, 13, yjrrro 

les équations de la courbe directrice sur laquelle s'appuie la géné- 
ratrice dans son mouvement. En éliminant a, jS, y entre les quatre 
équations précédentes, ou, ce qui revient au même, en éliminants 
entre les deux équations 

r b(.r — «) r(x— «)~| 

on parviendra à une équation entre j^^ ^ et z > de la forme 



a a 



.y -^ * 
* I-,- » - 

bac 



^)=». 



qui n'est autre chose que l'équation (3). 

On peut encore écrire les équations de la directrice sous la 
forme 

?--?(«)» 7~Z(«)» 

et alors les équations de la génératrice deviennent 

y(«) _ « _ :!' _ f xf«) _ ?î „ î _ f 

b a b a c a c a 

et l'élimination de a entre ces deux équations donne, comme plus 

haut, une relation entre 4- et - — -• 

b a c a 

On pourrait encore, au moyen des calculs du n** 1025, résoudre 

le problème de faire passer une surface cylindrique parallèle à la 

droite ( 4 ) par une courbe directrice donnée 

f[^^jry z) = o, F(x, j, z)=:o. 
Entre ces équations et les équations de la génératrice 

éliminons jr, /, z. Nous obtiendrons une relation entre a et /3, qui 
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fera connaître la fonction (p qu'il faudra substituer dans l'équa- 
tion (3) de la surface cylindrique. 

Pour trouver le cylindre parallèle à une droite donnée {4) ^^ 
circonscrit à une surface donnée 

on cherchera les points de la surface pour lesquels le plan tangent 
est parallèle à la droite (5), ce qui donne, à cause de 

la condition 

ar[x)-{-br{x)-hF'[z]=zo. 

Cette condition, jointe à l'équation de la surface, déterminera une 
courbe directrice de la surface cylindrique, et l'on sera ramené 
alors au cas que nous venons de traiter. 

1027. Etant donnée l'équation d'une surface 

on propose de reconnaître si cette surface est cylindrique. 

Il faut pour cela qu'en tirant de cette équation les valeurs de p 
et de ^, et les portant dans l'équation (6), qui devient 

; 8)* ar[x) -+- bF'(x) -h F(z) = o, 

on puisse déterminer a et & de telle manière que cette condition 
ait lieu pour tous les points de la surface. Si cette surface est algé- 
brique, l'équation (8), étant de degré inférieur à (7), ne pourra 
subsister en tout point de la surface que si elle est identique. En 
identifiant donc le premier membre de (8) a zéro, puis éliminant a 
et b entre les équations obtenues, on aura les équations de condi- 
tion qui devront avoir lieu entre les coefficients de l'équation ( 7 ) 
pour que celle-ci représente un cylindre. 

Si l'on suppose, par exemple, que l'équation (7) soit l'équation 
du second degré 

Ax* -f- A'7* -hA^z^ -f- nByz -h 2B'&r -+- nB'^xy 

-h 2Cx -h îC'j^ -*- 2(fz -*- D =: O, 
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en exprimant que la condition (8) a lieu identiquement, on aura 

les équations 

A a-hB^ô -+- B' =o, 

B'a-hB 6-h A"— G, 
C « 4- C ô -h C = o. 

En écrivant que ces équations sont compatibles trois à trois, on 
aura les conditions suivantes, dont deux quelconques sont des 
conséquences des deux autres : 
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Les quantités 3, ât, d^j ^s sont les déterminants mineurs du dis- 
criminant A de Téquation du second degré, et, par suite, ce discri- 
minant s^annule lui-même. Ces équations sont celles que l'on 
obtiendrait en écrivant que les expressions des trois coordonnées 



o 



du centre de la surface se présentent sous la forme - 

1028. II. Surfaces coniques. — Soient 

(i) jr — a=z «(3 — c), jr — bz=r S[z — c) 

les équations de la génératrice, «, i, c étant les coordonnées con- 
stantes du sommet, et «, p des paramètres variables. Pour que la 
génératrice décrive une surface, il faudra [ 1025] qu'il existe entre x 
et |3 une relation quelconque 



(-) 



? = ?(«)• 



Alors les équations de la génératrice deviendront 



(3) 



— a=:a(z— c), 7— ^ = y(a)(z — c). 



En éliminant a entre ces équations, on a l'équation générale des 
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surfaces coniques de sommet [a, b, c), 

ce qui exprime une relation homogène quelconque entre x — rt, 
y — i, z — c. 

En différen liant Téquation (4) successivement par rapport à x 

j» on a Téquation aux dérivées par- 
tielles des surfaces coniques de sommet [a, b, c), 

(5) z -^ c = p{x — a] -^ q[x ■-- b], 

équation qui exprime que le plan tangent en un point quelconque 
de la surface conique passe toujours par le point [a, b, c). 

Nous verrions, absolument comme dans le cas des surfaces 
cylindriques, comment on peut déterminer un cône de sommet 
donné, passant par une courbe directrice donnée, ou circonscrit 
à une surface donnée. 

Pour reconnaître si une équation donnée 

(6) F(.r,j, 3) = o 

représente un cône, transportons d'abord Torigine au sommet 
inconnu (a, b, c), en posant 

X — a=^x\ y — h ^ y\ z — c =z z' . 

L^équation (5), qui devient 

, dz' , dz , 

= = 57'-^ â/^' 

exprime que z* est une fonction homogène du premier degré de x' 
et de ^'. Donc le transport de Torigine au point (a, i, c) doit 
changer la relation F(a:'-|-a, j^'+ t, -z'-l- c) = o en une équation 
homogène entre .r', y' ^ z'. 11 faut donc que Ton puisse, en choi- 
sissant convenablement fl, i, c, faire disparaître tous les termes 
de Téquation autres que ceux du degré le plus élevé. 

Si Téquation est du second degré, elle devient, en désignant par 
F2(x,^, z) Tensemble des termes du second degré, 

^%[^\y'.^)'^x'r[a)-^yr[b)-\-z'r[c]-\^Y[a, b,c)=o. 

H. — Cours de Cale, infin., III. 1 1 
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Il faut donc, pour que cette surface soit un cône, que Ton ait 

Donc d'abord a, i, c sont les coordonnées du centre, et le discri- 
minant $ des termes du second degré ne doit pas être nul. Ensuite, 
par la substitution des valeurs ainsi trouvées de a, b, c, F(a,i,r) 

devient égal à j9 A étant le discriminant de la fonction F. Donc 

les conditions pour que F(x, y, z) =o représente un cône sont 

S différent de z(*ro, A r= o. 

On peut encore présenter le calcul autrement, en se servant de 
Téquation aux dérivées partielles (5). Si F(x, j', z) = o est l'équa- 
tion de la surface conique, l'équation (5) pourra s'écrire sous la 
forme 

(■c-a)F'{^) + {y-b)F'{r) + [z-c)F'{z)=o. 

En supposant maintenant que F( x, 7', z) soit un polynôme entier, 
et désignant par Fa l'ensemble des termes du degré k, cette équa- 
tion pourra [644] être remplacée parla suivante, 

( 7 ) a¥'[x) 4- br{y) -*- cF» -+- F;„_, 4- aF^_, -+-... -4- mFo = o, 

m étant le degré de l'équation F = o. Cette relation, étant de degré 
inférieur au degré de la surface et devant avoir lieu en chaque 
point, ne pourra être qu'une identité. Donc la surface sera un cône 
si l'on peut déterminer a, A, c de manière que le premier membre 
de l'équation (7) s'évanouisse identiquement. En appliquant cette 
méthode aux surfaces du second degré, on retrouve les mêmes 
résultats que ci-dessus. 

i029. III. Sur/aces conoïdes, — On entend par surface conoïde 
une surface engendrée par une droite qui se meut en s'appuyant 
constamment sur une droite fixe [directrice) et en restant paral- 
lèle à un plan fixe (plan directeur). Soient 

les équations de la directrice, et 

(2) Ix -\- mjr '\- nz=:o 
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celle du plan directeur. Les équations de la génératrice seront de 
la forme 

(3) a:^^=^cc{z^K), j - ïj =: ^(^ - Ç), 

a et |3 étant soumis à la condition de parallélisme de la génératrice 
avec le'plan (2), 

(4) loL-^- m^ -+• n =z o. 

En éliminant, au moyen des équations (i) et (2), les trois para- 
mètres variables ^, m, jS, il en reste deux, ^ et a, indépendants entre 
eux, et entre lesquels on doit établir, par conséquent, une relation 

(5) «•=?(«). 

m 

Or, des équations (3), qui deviennent, par Télimination de ç 
et de m, 

OU, en posante — a — Az =: X, y — b — Bz = Y, 

on tire, en ayant égard àTéquation (4) et faisant A/ -j- B m -|- n = k, 

_ X __ Y __ /X + mY 
^ ^~" A — a "" B — |3 ■" k 

Donc 

/X -h mY -\- Â'z l[x — a) -{- m[y — /) -\- nz 

Ç^ ^ ^ . 

I l m Y 



A— « A ÀX 



Mais Ç, devant être une fonction de a, peut aussi être considéré 

il .Y 

comme étant une fonction de 7 ou une fonction de — • 

A — a A- X 

On pourra donc remplacer Téquation (5) par l'équation équivalente 

(6) l {^v —■ a) -h m{y -^ b) -h nz = xl:^h 

qui est Téquation générale des surfaces conoïdes. 

1 1. 
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En la dififérentiant tour à tour par rapport à x et ky, on en tire 

_ /Y\ [A(r-^)-B(^-«)];,-Y 



--y> = /(|) 



____ ,/Y\ [A(r — ^)-~B(x-^<i)1<7-4-X 



—41) 



d'où l'on obtient, pour l'équation aux dérivées partielles des sur- 
faces conoïdes, 

{ 7 ) [m ( AY — BX) 4- /iX] /? — [/( AY — BX) — «Y] /y =r /X -f- mY. 

1030. On peut encore se représenter la surface conoïde comme 
engendrée par l'intersection d'un plan parallèle au plan direc- 
teur (2), 

Ix -^ mr -r- nzz=:B. 

avec un plan passant par la directrice (i), 

jr — h — B2=::=>(x — a — A3), ou Y := >.X, 

En établissant entre les paramètres X et une liaison 6 = (|^(X), 
on aura, par l'élimination de ces paramètres, l'équation de la 
surface 

(8) Ix-^-mx + nzz=z'^^{ — \^ 

qui n'est autre chose que l'équation (6), dans laquelle on aurait 
négligé, comme on le peut évidemment, la partie constante 
— la — mb du premier membre. 

L'équation aux dérivées partielles (7) peut s'obtenir directe- 
ment. La génératrice étant contenue à la fois dans le plan tan- 
gent à la surface, 

(a) Ç — 2 =/?(Ç — x)-^q[n ^j), 

et dans un plan mené par le point (x, j-, z) parallèlement au plan 
directeur, 

(b) /(Ç-.r)-f-m(i3-j)-M2(?-z) = 0, 

et cette intersection devant rencontrer la droite (i), il faudra que 
les quatre équations (i), (a), (b) subsistent en même temps. L*éli- 
mination de ^, y), f entre ces équations conduit à l'équation (7). 
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1031. Supposons, pour plus de simplicité, que Ton ait pris la 
directrice (i) pour axe des z, et le plan directeur (2) pour plan des 
xy. Alors les quantités A, B, a, by /, m seront toutes nulles; les 
équations de la génératrice pourront se mettre sous la forme 

avec la condition 

Ç = ?(7). 
ou y en éliminant 7 et ^, 



(9) -r(^) 



En éliminant la fonction arbitraire cp, on a Téquation aux déri- 
vées partielles 

(lo) px-{-qjrz=o, 

qui exprime que z doit être une fonction homogène du degré zéro 
de j: et dej^. 

Géométriquement, Téquation (10) fait voir que Téquation du 
plan tangent 

est vérifiée en posant 

Ç n , 

c'est-à-dire que ce plan contient une horizontale menée par le 
point de contact et rencontrant Taxe des z. 

Si Ton veut faire passer la surface (9) par une courbe direc- 
trice dont les équations soient 

éliminons a:, j, z entre ces deux équations et celles de la géné- 
ratrice, ou, ce qui est la même chose, éliminons x entre les deux 

équations 

/(^» 7-^» = o, F(x, yx, Ç) =: o. 

On obtiendra ainsi une relation entre y et (^, qui fera connaître la 
forme de la fonction cp que Ton devra substituer dans Téquation (9) 
de la surface. 
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1032. Exemples. — i® La directrice est une droite 

En éliminant x entre les deux équations 
il vient 

d'où, en mettant pour y et Ç leurs valeurs -j -z, 

X g'z -^ h' 

ou 

[ëx — ^^] 2 H- ^r — /*'j? = o, 

équation d'un paraboloïde hyperbolique. 

2® La directrice est une ellipse dont le plan est vertical et qui 
a pour équations 

On a ici y =: — > et, par suite, la relation entre y et Ç sera 



a 






ce qui donne, pour Téquation de la surface cherchée, 

a* Y^ z* 



Cette surface est connue sous le nom de voûte d'aréie en tour 

ronde, et Tellipse directrice porte le nom de cintre. 

Si l'on pose 

à^ /•' _ ac bk 

TT=:-î> ou Az=~~i az=z — > 
o^ c^ o c 

la section de la surface par le plan x = k sera un cercle que l'on 
pourra prendre pour cintre à la place de l'ellipse donnée, et l'équa- 
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tion de la surface deviendra alors 



3° Prenons pour directrice Thélice 



z z 

X = a ces T » r = rt sin T • 
b -^ b 

En faisant j^' = yXj z = ^, il vient 

l 
7=:tang^i 

on a donc, pour Téquation de Thélicoïde gauche, 



X 



= tang-. 



1033. IV. Surfaces de réi^olulion. — Une surface de révolution 
peut être considérée comme engendrée par un cercle dont le plan 
se meut parallèlement à lui-même, tandis que le centre se meut 
sur une drcrile perpendiculaire à ce plan, et que le rayon varie 
de manière que la circonférence s'appuie constamment sur une 
courbe donnée. Le cercle variable s'appelle un parallèle de la 
surface; la droite lieu des centres est Vaxe de révolution, et la 
courbe directrice, lorsqu'elle est située dans un plan passant par 
l'axe de révolution, prend le nom de courbe méridienne ou de 
méridien. 

Soient 

(i) X = Ai H- rt, X z^^z-^ b 

les équations de Taxe de révolution. Le cercle générateur sera 
donné par l'intersection d'un plan mobile perpendiculaire à l'axe, 

(2) Ax -f- Bj' -+- 3 rzr a, 

avec une sphère ayant pour centre un point de l'axe, le point 
(a, i, o) par exemple, et un rayon variable, 

(3) (x-«)«+(7-^)« + z« = ^«. 

Il doit exister, de plus, entre les deux paramètres a, (3^, une 
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relation 

(4) P' -?(«). 

de sorte que les équations du cercle générateur seront 

En éliminant a entre ces deux équations, on aura, pour Téquation 
générale des surfaces de révolution autour de Taxe donné (i), 

Si l'axe de révolution est pris pour axe des z, alors, A, B, a, b 
étant nuls, Téquation (5) se réduit à 

que Ton peut écrire plus simplement 

(6) x*-{-jr*=x[^), ou z=:'i,[.r^-hX^). 

1034. Si Ton élimine de Téquation (5) la fonction arbitraire o, 
on trouvera, en procédant par la méthode générale, 

(?) (7—* — B^)/'— [x—a — Az)q = h[j:-^a)-'A(x — b). 

Cette équation s'obtiendrait directement en écrivant que la nor- 
maie à la surface, 

Ç — •^4-/?(Ç — 3) = o, îj— j-f-<7(Ç — z)=o, 
rencontre constamment Taxe de révolution 

ce qui a lieu évidemment pour toute surface de révolution. Et ré- 
ciproquement, en raisonnant comme au n® 1020, on verrait que 
cette propriété peut senir de définition aux surfaces de révolution, 
qui sont les seules surfaces dans lesquelles la normale rencontre 
constamment une droite fixe. 

Si Taxe de révolution est pris pour axe des z, l'équation (7) se 
réduit à 

(8) px—q^ = o, ou ~ = ^- 
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1035. Supposons que Ton donne les équations 

(9) /(-^i/, 2) = o, F(x,j, z) = o 

de la courbe directrice ou méridienne. Entre les équations (2), 
(3) et (9) on éliminera x, y^ z, et Ton aura ainsi la forme de la 
relation (4) entre a et|3^, qui déterminera Téquation (5) de la sur- 
face cherchée. 

Si Taxe de révolution est pris pour axe des Zy et que x = f (z) 
soit Féquation de la courbe méridienne, Téquation de la surface 
sera 

Exemple. — Supposons que Ton ait pris pour directrice la 

droite 

X = mx -h /*, y :=! n.T -\' v. 

Les équations (2) et (3) donneront 

(Am -+- B« -f- i)«-f- A|x-h Bvzz: a, 
(/wz-hfA — û)'-4- (/iz -4-v — ^)*-4-2* = ,ÔS 

d'où y en éliminant z, 



[m* 



, . /A.u-|-Bv — «\» 

A* 4- I ( — ^ 1 

' \A/iH-B/î -H 1/ 

Remplaçant maintenant ol et (3^ par les expressions (2) et (3), on 
a, pour Téquation de la surface cherchée, 

^ 'L A/wH-B/H-i J 

équation du second degré qui est celle de Thyperboloïde gauche 
de révolution. Si Taxe de révolution est pris pour axe des z, elle 
se réduit à 



170 LIVRE V. — CHAP. II, § II. 

1036. Étant donnée Téquation d'une surface 

F(x, jr, «)=o, 

pour savoir si elle est de révolution, on verra si, pour des valeurs 
convenables de A, B, a, i, Téquation (7), mise sous la forme 

(x — b — Bz] F'(x) — (x — a — A^) F'( j) 

se vérifie identiquement, soit par elle-même, soit en ayant égard 
à Téquation de la surface. 

Si Ton applique cette méthode à Féquation du second degré 
[1027], on trouve qu'entre les coefficients des termes du second 
degré on doit avoir, en général, les relations 

B'B" _ B"B _ , BB' 

A -3- — A - — — A - ^„ . 

1037. Nous allons considérer maintenant des surfaces dont les 
équations dépendent de deux ou plusieurs fonctions arbitraires, et 
pour lesquelles l'élimination de ces fonctions conduira à des équa- 
tions aux dérivées partielles d'ordre supérieur au premier. 

V. Surfaces réglées à plan directeur, — On entend par là les 
surfaces engendrées par le mouvement d'une droite assujettie à 
rester parallèle à un plan fixe donné. 

Soient 

(i) x==ccz-{-\ ^- = |33-i-^ 

les équations de la génératrice, les coefficients variables a, (^ 
devant satisfaire à la condition de parallélisme au plan directeur 
A j:-+- Bj^-h G z = o, 

(2) Aa-hB|3-+-C = o, 

relation qui détermine p en fonction de a. A cette relation unique 
entre les quatre paramètres a, p, X, fi, il faut en joindre deux autres, 
telles que 

(3) ^ = î>(«)> f* = z(«)i 

pour qu'il reste un seul paramètre indépendant. En faisant donc. 
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pour abréger, in = — -? 72 = — -i les équations de la génératrice 
deviendront 

(4) x~aa4-î>(a), j-=: (ma -t- 71)3 4- x(a)- 

Par l'élimination de a entre ces deux équations, on aurait l'équation 
générale de la surface ; mais cette élimination ne peut 3e faire tant 
que l'on n'a pas particularisé l'une au moins des fonctions cp, ;f. 

1038. Cherchons maintenant à éliminer les fonctions arbitraires 
gï,;^, de manière à obtenir l'équation générale aux dérivées partielles 
de cette famille de surfaces. En considérant a comme une fonction 
implicite des coordonnées, déterminée par l'une des équations (4)9 
et dépendante par conséquent de l'une ou l'autre des deux fonc- 
tions arbitraires, on a, par la différentiation des équations (4); 

i-cp^lz-h y' («)] -J^, - [moc -\- n)p = \mz ^ //(«)] ^, 
d'où l'on tire, par division, 



(5) 



dx I — 9.p — (/wa-f-/?)/7 



da — v.q 1 — (ma-i-/î)g 



Ces égalités donnent d'abord 

(6) «/? H- (ma 4-/i)y = I, 

d'où 

I — nq m-\-np 
9 ma + /i=: —^ 



p -\- mq p H- mq 

et, par suite, les égalités (5) peuvent s'écrire sous la forme 



(7) 



dx I — a.p [mtt -\- n)q m -^ np 



- —.-_ • 



da — <x,q — a<7 nq — l 
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Pour éliminer maintenant la fonction arbitraire qui entre encore 
implicitement par et dans l'équation (6), différentions cette 
équation par rapport à x et à ^, ce qui donne, en désignant, selon 
l'usage, par r, j, t les dérivées partielles du second ordre de z, 

ar-+- (otoc 4-«)f = — (/» H- wy) -s-> 

t \ I \ àoL 

as -h [moL-^n)t=~' [p -j- mq) ^i 

d'où l'on tire, par division, en ayant égard aux équations (7), et 
mettant pour a et /na + n leurs valeurs en ^9 et ^, 

f I — ng)r -{- {m -^ np)s m-\- np 

J r 1 = O, 

[i — nq)s -^ [m -Jr np)t 1 — nq 

OU enfin, en mettant pour tiz et n leurs valeurs, et réduisant, 

;8) (B-+-C^)*r— 2(A4-C/?)(B4-Cy)«-h(A-+-Cp)*r = o. 

Si l'on suppose que Ton ait pris l'axe des z parallèle au plan 
directeur, on a alors C = o, et l'équation précédente devient une 
équation linéaire aux dérivées partielles du second ordre, à 
coeflficients constants, 

(9) BV — qlABs -f- A*r = o. 

1039. On peut diriger le calcul autrement, de manière à obtenir 
l'équation générale de la surface sous forme finie. On considérera 
la génératrice comme déterminée par l'intersection d'un plan pa- 
rallèle au plan directeur, 

(10) A j: -t- Bj -f- Cz = ô, 

avec un plan mené par l'origine des coordonnées, 

(lï) z = \x -h i^Xf 

les trois paramètres 6, X, [jl devant être liés par deux relations, telles 
que 

(12) \ = xj[$)y n=zn(e). 

L'élimination de 6, X, ^ entre ces quatre équations donne immé- 
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diatement Téqnation de la surface 

(i3) z = xt3 [Ax -h Bx -h Cz) -h:yn{Ax-h Bj-hCz). 

Pour éliminer les fondions arbitraires, laissons, pour abréger, 
la lettre 9 au lieu de Ax 4- Bj^-h Cz. On a 

P - o(e)= [xcF'(e)-4- jn'(«)] ^, 



d'où 



(-4) 



àx __ A-f-C/î__/?— -0(0) __ A4-Cct(Q) 
"âê ' ~ B-hC/7 "~ 9 — n(0) ~" B-hCn(©j ' 

ày 

B/?--(B-f-Cy)cT(ô)=z:A9r — (A-hC/>)n(0). 



DifTérentiant de nouveau cette dernière équation par rapport à 
X et àj, on a 

[B-^Cn(0)]r— [A+CnT(ô)]^ 

[BH-Cn(ô)]j — [A-|-Cci(Ô)]f 

r=[(B-+-C^)rT'(ô)-(A-t-C/>)n'(0)]^^, 

d'où, d'après les égalités (i4)> 

[B-4-Cn(g)]r— [A + CTj(e)]j 

[B + Cn(ô)].f — [A-i-Ccj(0)]r 

_ 5x _ A 4- C/? _ (B-f-Cç)r— (A-f-C/^jJ 
"" "dô" ~~ B-4-Cy ~ (B-hC^'jj — (A-hC/?)/' 

En développant, on retrouve ainsi Téquation aux dérivées par- 
tielles (8). 

lOiO. On peut obtenir directement l'équation (8) par des 
considérations géométriques, en exprimant : 
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i® Que si, par un point quelconque de la surface, on mène une 
génératrice et un plan tangent 

(i5) p[i-^)-hq(n—x) = K — z, 

la génératrice sera Tintersection du plan tangent avec un plan mené 
par {x,y, z) parallèlement au plan directeur 

(i6) A(Ç-a:)-f-B(iî-^)+C(Ç-z)=io, 

de sorte que (i5) et (i6) sont les équations de la génératrice; 

2° Que le point [Xyjy ^) de la surface étant un point quelconque 
de la génératrice considérée, celle-ci ne changera pas si l'on mène 
le plan tangent (i5) par un point [x -\- dx, y '■\' dy, z -\-'dz)j 
situé sur cette même génératrice. Donc, si dxjdy^dz sont tels 
que les équations (i5) et (16) soient vérifiées en posant 

c'est-à-dire si l'on a 

(17) pdx •\-qdyz=^dz^ 

( 18) Kdx 4- T^dy 4- Cr/z =1 o, 

les équations (i5) et (16) subsisteront pour les mêmes valeurs 
de ^,y3,J', lorsqu'on y changera a:, j^,z tu x -^ dx ^ y '\- dy ^ z '->r dz ^ 
c'est-à-dire qu'elles subsisteront en même temps que leurs difTé- 
rentielles prises par rapport à x^y^ z,p^q. 

La différentielle de (i5) devient, en vertu de (17), 

(19) [l — a:)dp ~\- [-n — y)dq =1 0\ 

la différentielle de (16) est précisément l'équation (18). Or, on 
tire des équations (i5) et (16) 

(20) ^--^ - ^--^ ^~" 



h-hCq —A — Cp Aq^Bp 

et, en vertu de ces proportions, l'équation (19) devient 

(B-hC<7)dÎp — {A-\-Cp)dq:=o, 

En mettant cette dernière équation et l'équation (18) sous la 
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forme 

[{B -^ Cq)r — (A -h Cp)s]dx -{- [{B -^ Cq)s — (A + C/?)r]«?r "o,. 

dr . 

et éliminant entre celles-ci le rapport y-? on obtient réquation(8). 

1041. On peut encore trouver directement des équations aux 
dérivées partielles du premier ordre, contenant chacune une 
fonction arbitraire, et qui seront des intégrales premières par 
rapport à Téquation du second ordre (8). 

En effet, si le plan (i6), parallèle au plan directeur, reste le 
même, c'est-à-dire si le point de contact (^, J"> ^) se déplace de 
manière que la quantité 6 = Aa: + Bj-h G^ reste constante, 
l'intersection du plan (i6) avec le plan tangent (i5), représentée 
par les équations (20), restera constante; au contraire, cette 
intersection variera avec 6. Donc les trois rapports 

A-hCp B-+-C7 A-+-C/? 



Aq — Bp Aq—Bp B -h C7 

dont deux quelconques déterminent cette intersection, seront 
constants ou variables en même temps que 0, et, par suite, chacun 
de ces rapports est une fonction de 0. On a donc les trois équa- 
tions 

A-\-Qp 



Aq — Bp 
Aq — Bp 



z=y(Aa:-4-Bj -f- C2), 



x(AxH-B7-hCz), 



dont une quelconque est la conséquence des deux autres. 

Chacune de ces équations, par l'élimination de la fonction 
arbitraire, reproduira l'équation (8). Si nous prenons, par exemple, 

la dernière, 

A-t-C;?r=r(B-hCî)^(e), 
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on en tire, en dîflerentiant, 

C[*-^,f-(ô)] = (B-4-Cî)f(e)^, 

d'où, en éliminant ^'{0) par division, et remplaçant ^{9) par 

A -4- Cl? . dO âO t , ., . 

- — TT-î puis -T-j -^ par leurs valeurs, il vient 

(B -hCq)r— (A-hB/?).y A-hCp 
(B-\-Cq]s — (A4-B/7)/ ~" Bh-~C^' 

c'est-à-dire Téquation ( 8 ). 

1042. VI. Surfaces réglées à droite directrice. — Si l'on 
représente par 

(1) x = Az -i- a, y=Bz'^b 

les équations de la droite fixe sur laquelle doit constamment 
s'appuyer la génératrice, celle-ci sera l'intersection d'un plan 
quelconque passant par la droite (i) avec un plan perpendiculaire 
au plan des zx. On peut donc représenter cette génératrice par 
l'ensemble des deux équations 

(2) a(.r — Az — a]z=zjr — Bz — b, zm^jp-f-y, 

auxquelles il faut joindre deux équations de liaison entre les trois 
paramètres OLy^,y: 

En éliminant a, jS, y entre ces quatre équations, on trouve, pour 
l'équation de la surface, 

(4) . = .,(j^li^)..(S=lL^). 

Eliminons main tenant les fonctions arbitraires f et ;(. Si on laisse, 
pour abréger, a au lieu de sa valeur, on a, en différentiant, 

;,~y(a)=:[x/(a)4-x'(«)]-^» 9 =zi [x/(«) -h /(«)] ~ , 
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d'où l'on tire 

Or, en posant, pour abréger, x — A z — a = X,j^— B^^i = Y, 
on a 

da. _ — X.B/? — Y(i — A;?) da __ X(i — B^)-h Y.Ay 
dx" X* ' ?r"" X« ' 

Y 

d'où, à cause de a = rr» 

doc 

dx (Aa — B)p — a 

"dô" "" (Aa — B)^ + i' 

Mettant cette valeur dans l'équation (5), celle-ci devient 

(6) p + [a-(A«-B)y(«)]î-7(«) = o. 

Différentiant maintenant cette équation par rapport à a: et à y, 
on en tire par division, en mettant pour t- I ;5- sa valeur, 

[(Aa — B)y-4-i1r — [(Aa — B);? — cc]j _ (Aa — B )/y — a 
[(Aa — B)7-+-i]j — [(Aa — B)/? — a]r~~ (Aa — bJ^+I' 

ou, en posant 

(Aa — B)/> — a _ [A(j — ^)-B(x — g)]/? — (^-Bz — ^) _P 
(Aa — B)^-M [A(/— ^) — B(x — «)]^ -i- J7 — Aa — a 

(7) Q*r — 2PQj-4-P«/ = o, 

équation aux dérivées partielles de la famille de surfaces consi- 
dérée. 

Si Ton prend la directrice (i) pour axe des z, alors 

et l'équation (7) devient 

(8) x'r+ 7,xjrs -i-;*r = o. 

H. — Court de Cale, infnit», UI. 12 



"^» 
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1043. On peut Irouver directemeni Féquation (7) par des con- 
sidérations géométriques. La génératrice est l'intersection du plan 
tangent 

(9) Ç-:;=y.(Ç-x)-h^(i,-r) 

avec un plan passant par le point {x^y, z) et par la droite (i), et 
ayant par conséquent pour équation 

(^°) 1 = û 7» 

^ ' X — Az — a y — B3 — b 

ou, en posant, pour abréger, x — Az — a = X, j- — Bz — i = Y, 

^ ^ X ■" Y ' 

Si Ton passe du point (x,^',z) à un point (x-h^^,j^4-rfx» ^■^■^^) 
situé sur la même génératrice, c'est-à-dire tel que Ton ait, en fai- 
sant \ = X 4- f/x, etc., 

(12) dz-=zpdx -h q dy^ 

, _ . d.-r — kdz dv — B^z 

(.3) ___ = ___, 

les équations (9) et (10), où Ton aura augmenté x de dx^y de dy^y 
z de dzy donneront encore les mêmes valeurs pour Ç, u, ^, les 
deux nouveaux plans se coupant suivant la même génératrice. Les 
équations (9) et (10) subsisteront donc en même temps que leurs 
difTérentielles par rapport àx, j', z. En difTérentiant Téquation (10) 
et ayant égard à cette équation elle-même, on retrouve l'équa- 
tion (i3). En difTérentiant l'équation (9) et ayant égard à (12)» il 
vient 

(i4) [l — x)dp'^ [n'^y)dq=:o. 

Si l'on élimine ^ — z de (ii)» au moyen de l'équation (9), il 
vient 

fï — ArM? — •^]— A7(i?— r) _ — B/?(S — x) -4- (i — Bç) [x — r] 

X "" Y * 

on, en remplaçant { — jc, >; — y par les quantités — dqy dpj qui 
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leur sont proportionnelles en vertu de (14)7 ^^ adoptant les nota- 
tions du numéro précédent, 

Éliminant de même (f^ de (i3) au moyen de (12), on trouvera 

— Vdx = qdx. 

Développant les valeurs de dp, dq, et éliminant entre ces deux 

dx 



dy 
équations le rapport — > on retrouve Téquation (7). 



1044. Enfin on peut obtenir des équations aux dérivées par- 
tielles du premier ordre, avec une fonction arbitraire, qui seront 
des intégrales premières de l'équation (7). 

En efTet, les équations de la génératrice (9) et (11) peuvent, en 
éliminant tour à tour J^ — zçXXi — y, se mettre sous la forme 

Q "" — P ""/?X-4-^Y' 
ou, ce qui revient au même, 

Ç- Q Ç + a ô X, 

P P 

Si Ton coupe toujours la surface par le même plan aX — Y = o, 

Y 
c^est-à-dire si le rapport a = ^ reste constant, la génératrice devra 

rester constante, et par suite aussi les coefBcients qui la déter- 
minent, 

/'X + ?Y />X -4- y Y _ 

— Q ' Q— '• 

P P 

-Q' -^^Q*' 

et cette génératrice et ces coefficients varieront seulement avec^a. 

12. 
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Donc on devra avoir les quatre équations 

Q =?(«)l « Q^-^ = XH^ 

p p 

La première de ces équations peut s'écrire 



q<K _ 



{A« — B)ç-+-i 



?(«), 



et Ton voit que ce n*est autre chose que Féquation (6) du n^ i043. 
La seconde est équivalente à celle que Ton obtiendrait en élimi- 
nant 7 (a) entre les équations (4) et (6). Ensuite Téquation (5) 
peut s'écrire 

ce qui donne, en remplaçant le premier membre par sa valeur tirée 

de (6), 

et cela montre que la troisième équation est une conséquence de 

la première. Enfin, à cause de j = Yh- Bz -f- A = «X 4- Bz -H i, 

on a 

p 

^-|--.r = a(x — Az — flf)4-B« + ^— [a — (Aa— -B) y^ajjx 
= — (Aa — B)[s — J:9)(a)] — ûa-h ^ 
==— (Aa—B)x(a) —•««-+- à, 

ce qui fait voir que la quatrième équation est une conséquence de 
la deuxième. 

Si Ton prend la directrice fixe pour axe des z, ces équations 
deviennent 

1045. Comme exemple d'une surface appartenant à cette famille, 
nous citerons le biais passé, engendré par une droite s'appuyant 
sur deux cercles verticaux, dont les diamètres sont deux droites 
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égales et parallèles situées dans le plan horizontal, et sur une droite 
perpendiculaire à ces deux diamètres et passant par le centre du 
paraUélogramme dont ces diamètres sont les côtés opposés. 

Si Ton choisit cette droite horizontale pour axe des z, les équa« 
tions de la génératrice seront, en prenant Taxe des x équidistant 
des deux cercles, 

(l) jr = K:r^ z = |3ar -f- y, 

et celles des deux cercles directeurs, 

(a) (j: — fl)* + ^« = c*, z = — ^, 

(3) (x-4-a)«+j« = c«, z=b. 

Éliminant x, j^, z entre les équations (i) et (a), puis entre les 
équations (i) et (3), on a les deux relations 

d*où Ton tire, par soustraction, 

(5) [(i-4-a«)ô-f-tf/3]7 = o. 

Cette équation admet d^abord la solution 7=0, qui donnerait 
|3 = -9 et, par suite, Tune ou Tautre des équations (4) deviendrait 



z 

X 



équation d'un cône ayant pour sommet le centre du parallélo- 
gramme et pour sections circulaires les deux cercles donnés. Mais 
ce cône ne satisferait pas à la condition qu'exige la construction 
d'une voûte s'appuyant sur les deux demi-cercles supérieurs. 
Prenant donc l'autre solution de l'équation (5), 

on tire de l'équation obtenue par l'addition des équations (4)» 
la valeur 



l8a LIVIB V. — GHAP. II, $ II. 

Substituant dans la seconde équation (i) les valeurs de ^, y et 
celle de a = -9 on a, pour l'équation de la surface cherchée, 



1046. VIL Surfaces développables. — On appelle surface 
dé\feloppable une surface engendrée par le mouvement d'une 
droite dont deux positions consécutives se coupent (ou, plus exac- 
tement, ont une distance infiniment petite d^ordre supérieur au 
second [630]). Le lieu des intersections successives de cette géné- 
ratrice est une courbe à laquelle toutes les positions de la généra- 
trice sont tangentes, et que Ton nomme V arête de rebroussement 
de la surface. 

Soient 

les équations de cette courbe. Celles de la génératrice seront 
(2) X — a=r/(7)(z — 7), j— j3zz=x'(7)(^ — ?)• 

DiflTérentiant ces deux équations par rapport à Xy puis par rapport 
à j, il vient, eu égard à ce que ^ = ^'{y)j ~ = x'(7)' 

I-;,y'(7)=/(v)(3-y)g, -^/(y)=/(7)(3-7)g, 

On tire de là, par division, 

I— 77/(7) __ y^(y) ^ — ?y'(y) ^ 
—P7l[y). x\y) i-^x{7)* 

L*élimination de y entre ces deux équations conduit à une relation 
entre p et y, de la forme 

(4) Q = ^[p]^ 

T3 étant une fonction dépendante des fonctions arbitraires f et ;(. 
En différentiant cette équation (4) par rapport à a: et à ^, et 
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éliminant ci'(p), on a, pour Téquation générale aux dérivées par- 
tielles du second ordre, des surfaces développables 

(5) rt — s*=zo. 

1047. Autrement, on peut obtenir directement l'équation aux 
dérivées partielles du premier ordre (4)- En effet, deux généra- 
trices consécutives sont dans un même plan, tangent à la surface 
le long d'une de ces génératrices. Si donc le point {j^, J'y z) se 
déplace le long d'une génératrice, les coefficients de l'équation du 
plan tangent 

savoir 

P^ 7» z—pa: — qy^ 

resteront tous les trois constants. Remarquons d'ailleurs que, si 
dp et dq sont nuls, di^z — px — qy^ est aussi nul, et par suite la 
constance des deux premiers coefficients entraîne celle du troi- 
sième. De plus, si q variait, par exemple, sans que p variât, la 
trace du plan tangent sur le plan des zx se déplacerait parallèle- 
ment à elle-même, et par suite, le plan tangent se mouvant paral- 
lèlement à une droite fixe, la surface serait un cylindre [1025]. En 
excluant ce cas, on voit que p et, par suite, z — px — qy doivent 
varier avec q* Donc deux quelconques de ces quantités sont fonc- 
tions delà troisième, ce qui donne d'abord l'équation (4)^ puis les 
deux équations équivalentes 

1048. On peut trouver aussi de la même manière l'équation du 

second ordre (5). Si pet ^ sont constants ensemble pour la valeur 

dy 
de — qui répond à la génératrice, cette valeur devra donner à la 

fois 



c'est-à-dire 



dp -■= o, dq =: o, 



dr dy 

r-i-j-p- = o, f-h^-r- = o, 

dx dx 



d'où l'on tire l'équation (5). 
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1049. VIII. Surfaces réglées. — Les éqaatlons de la génératrice 
d'une surface réglée quelconque sont de la forme 

(i) x = a3H-(3, jr = 7«H-(y, 

les quatre paramètres a, |3, y, d étant liés entre eux par trois rela- 
tions arbitraires, telles que 

Pour éliminer ces fonctions arbitraires , différentions les 
équations (i)par rapport à x et à ^, en faisant, pour abréger, 

~- = (3', etc. Nous aurons ainsi 



/ ^t \ OOL , , ^, . {/OC 



d'où 



dx I — pu. — py y 

du. — qtt I — qy « 

et par suite 

(3) /?a4-^7=i. 

Différentiant maintenant cette dernière équation, on a 

ra + J7 + (/7-4-^/) ^=o, 

d'où, en divisant, et remplaçant le rapport -r- : — par sa valeur — - 1 

roL -4- s y y 

sa-^- ty a 

c'est-à-dire 

(4) ra* -4- uay H" fy* = O. 

Différentiant enfin une troisième fois, et désignant, avec Monge, 
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par Uy tu, Wj %f les quatre dérivées partielles du troisième ordre 



d^z 



dH 



d*z 



on trouvera de la même manière Téquation 

(5) ««'-f- 3t£/a'7 -f- Sway^H- py' = o. 

Eliminant entre les équations (4) et (5) le rapport -9 on a, pour 
Téquation générale aux dérivées partielles des surfaces réglées, 



r 


7,8 


t 











r 


1S 


t 











r 


1S 


t 


u 


3ii/ 


Z(^ 


V 
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Zui 


3(v 


V 



= 0. 



§111. 

DES SURFACES ElfVELOPPES. FORMATION DES ÉQUATIONS AUX 

DÉRIVÉES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE NON LINÉAIRES. 

1050. L'enveloppe d'une surface 

(i) F(x,^, z, a)=o, 

dont l'équation renferme un paramètre arbitraire a, s'obtient [1008] 
en éliminant a entre l'équation (i) et sa dérivée par rapport à a 

dY 



(^) 



()a 



= 0. 



L'ensemble des équations (i) et (a) représente la courbe d'in- 
tersection de deux enveloppées consécutives; cette courbe, qui 
peut être considérée comme la génératrice de l'enveloppe, porte le 
nom de caractéristique de l'euveloppe. 

Le lieu des intersections successives de la caractéristique, que 
Ton obtient enjoignant aux équations (i) et (2) la dérivée seconde 

d'F 

(3) 



doi} 



= o, 



se nomme V arête de rehroussement de l'enveloppe. 
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1051. Considérons maintenant une équation à deux paramètres 
arbitraires 

(4) F(ar,^,z,«,;3) = o. 

Si y entre cette équation et ses deux dérivées partielles par rapport 
à a: et kjfy 

on élimine les paramètres a et [3, on obtiendra une équation aux 
dérivées partielles du premier ordre, non linéaire en général, 

(6) /(^,r, «i/', q] = o, 

qui représentera une propriété commune à toutes les surfaces de 
la double série représentée par Téquation (4)» 

Par exemple, si Ton donne Téquation générale des sphères de 
rayon donné R, ayant leur centre dans le plan des xy, 

il) (x-«)«-4-(^-P)'-hz« = R«, 

on a, en difTérentiant par rapport à x et à j-, 

d'où, en éliminant a et |3, 

(8) (;,.-H^«4-l)z* = R% 

équation aux dérivées partielles qui exprime que, dans toutes les 
sphères (7), la longueur de la normale, comprise entre le point de 
la surface et le plan deso^, est constamment égale à R. 

1052. Parmi toutes les surfaces qui satisfont à Téqnation (4) et 
par suite aussi à Téquation (6), on peut choisir celles dans lesquelles 
a et (3 sont liés par une relation arbitraire 

(9) P = f(«)- 

Ces surfaces, dont Téquation générale devient 

(10) F[x, j, 5, a. 9>(a)] = o, 

ne contiennent plus qu'un seul paramètre arbitraire a, et auront une 
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enveloppe, que Ton obtiendra [1050] en éliminant a entre l'équa- 
tion (lo) et sa dérivée par rapport à a, 

/A àY dF ., . 

(") ^-^aP^(")=^- 

D'après l'équation (i i), a devient une fonction des coordonnées, 
que l'on devra substituer à la constante dans l'équation (lo). Or, 
si l'on difTérentie l'équation (4) ou (lo) par rapport kx et kjr, en 
y considérant a et par suite aussi (3 comme des variables déterminées 

par les équations (ii) et (9), les termes en -r- et -^ provenant de 

la variation de a disparaîtront en vertu de l'équation (11), de sorte 
que les équations dérivées 



(■') (S)=°' '^'=» 



dF\ 

àjr) 



prendront la même forme que si a et j3 étaient des constantes, 
comme au n** 1051. Donc l'élimination de a et de |3 entre les trois 
équations F = o et (12) conduira à la même équation (6) que si a 
et /3 étaient des paramètres constants. 

Donc l'équation aux dérivées partielles (6) convient à l'enveloppe 
de la catégorie de surfaces déterminée par Téquation (4)) dans 
laquelle on assujettit a et (3 à une relation arbitraire (9). Donc 
l'équation (6) admet pour intégrale non-seulement l'équation (4)> 
renfermant deux constantes arbitraires, mais encore l'équation 
résultant de l'élimination de a entre les équations (10) et (11), 
équation qui dépend delà détermination de la fonction arbitraire f . 

1053. On voit que, lorsque l'on connaît l'intégrale (4)» avec 
deux constantes arbitraires, que l'on nomme Vintégrale complète 
de l'équation (6), il est aisé d'obtenir l'intégrale représentée par 
l'ensemble des équations (10) et(i i), et que l'on appelle Vintégrale 
générale, renfermant une fonction arbitraire qui peut amener une 
infinité de constantes arbitraires. Il suffit pour cela de considérer 
l'une des arbitraires (3 comme une fonction de l'autre a, et d'élimi- 
ner a entre l'équation (4) ou (10) et sa dérivée (i i) par rapport à a. 

L'ensemble des équations (to) et (ii) représente la caractéris- 
tique de l'enveloppe déterminée par l'intégrale générale. 
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Si, au lieu de Tintégrale complète, on connaissait Tintégrale 
générale, on pourrait en déduire, réciproquement, Tintégrale 
complète, et cela sous une infinité de formes différentes. Il suiBrait, 
pour cela, de particulariser d'une manière quelconque la fonction 
arbitraire f (a)» de façon qu'elle renfermât deux constantes arbi- 
traires, et d'éliminer ensuite « entre les équations (lo) et (ii) 
ainsi obtenues. 

1051. Par exemple, si dans l'équation (7) on pose p = 9(oc), 
l'enveloppe de la sphère mobile dont le centre décrit la courbe 
^=z^[ot) sera représentée par l'ensemble des équations 

1 *-«H-[r-f(«)]?'(«) = o, 

d'où l'on éliminerait a. Cette enveloppe porte le nom de surface- 
canal. Elle jouit, aussi bien que les sphères enveloppées, de la 
propriété, exprimée par l'équation aux dérivées partielles (8), 
que la longueur de la normale est constamment égale à R. 

De l'intégrale générale (i3 ) on tire la solution complète (7) en 
prenant cp(a) = P et a pour constantes. On en trouvera une autre 
en posant f (a) = aa + &, aet & étant des constantes, et élimi- 
nant a entre les équations 

X — oL-h [x — «« — A)a = o, 
ce qui donne l'équation d'un cylindre 

„3,, '^-;r.T''V ■■=■>•. 

qui a également pour enveloppe une surface-canal, et dont l'équa- 
tion conduit encore, par l'élimination des constantes a et 6, à la 
même équation aux dérivées partielles (8). 

V 

1055. L'équation aux dérivées partielles (6) est encore vérifiée 
par l'équation que l'on obtient en éliminant les deux constantes a 
et P entre l'équation (4) et ses dérivées partielles par rapport à ces 
deux constantes 
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qui entraînent Téquation (i i). La relation ainsi trouvée ne contient 
plus ni constante ni fonction arbitraire. Elle représente une sur- 
face tangente à la fois à toutes les surfaces représentées tant par 
rintégrale complète que par Tintégrale générale. On l'appelle la 
solution singulière de l'équation (6). 

Ainsi, si l'on élimine a et |3 entre l'équation (7) et ses deux dé- 
rivées partielles par rapport à a et à ^ 

X — a = o, 7 — (3 = 0, 
on a l'équation 

«* = RS 

qui représente deux plans tangents à la fois à toutes les sphères (7), 
à toutes les surfaces-canaux (i3), à tous les cylindres (i3)', et qui 
est la solution singulière de l'équation (8). 

1056. Ainsi l'équation aux dérivées partielles du premier ordre 
non linéaire (6) est susceptible de trois sortes de solutions; elle 
admet : 

i® Une solution renfermant deux constantes arbitraires et cor- 
respondant aux enveloppées individuelles. C'est Vintégi'ale com- 
plète. 

7? Une solution dépendant d'une fonction arbitraire, solution 
qui se déduit de l'intégrale complète, en établissant entre les deux 
constantes arbitraires de celle-ci une relation arbitraire, et élimi- 
nant ces constantes entre cette relation arbitraire, l'équation pro- 
posée et la dérivée de cette dernière prise par rapport à l'une des 
constantes, dont l'autre est une fonction. C'est Vintégrale géné- 
rale, représentant, pour chaque détermination de la relation arbi- 
traire, l'enveloppe de la série de surfaces correspondante, repré- 
sentée par l'intégrale complète. 

3^ Une solution ne renfermant plus ni constante ni fonction 
arbitraire, et représentant une surface tangente à toutes les enve- 
loppées données par l'intégrale complète et à toutes les enveloppes 
données par l'intégrale générale. C'est la solution singulière, qui 
se tire de l'intégrale complète en éliminant les deux constantes 
entre cette intégrale et ses deux dérivées partielles prises par rap- 
port à ces constantes. 

1057. Prenons encore comme exemple l'enveloppe des posi- 
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lions d'un plan 

(l5) z == a + |3x-f-7j. 

Les trois paramètres a, (3, y doivent être liés par deux relations 

(16) P = ?H. 7 = Z(«). 

En différentiant Téquation (i5) par rapport à a, et ayant égard 
aux équations (16), il vient 

(17) o=i-hxç»'(a)-4-rx'(a). 

Si Ton élimine a, (3, y entre les équations (i5), (i6), (17), on 
aura Téquation de Tenveloppe, qui est une surface développable. 
L'ensemble des équations (i5), (16) et (17) représente la carac- 
téristique, qui est une droite, et l'élimination de a entre ces mêmes 
équations et l'équation 

donnera l'équation de l'arête de rebroussement. 

Si l'on suppose que la fonction }^(a) dépende de la fonction f (a) 
suivant une loi donnée, exprimée par la relation 

l'équation de l'enveloppée 

(18) z=a-^px^/[f.)x 

contiendra deux^constantes arbitraires «,(3; celle de l'enveloppe 
dépendra d'une fonction arbitraire (3 = <p(a). 

En considérant a et |3 comme des constantes, les deux dérivées 
partielles de l'équation (18) sont 

d'où l'on tire, par l'élimination de (3, 

(19) 9=Ap)^ 

équation aux dérivées partielles à laquelle satisfait le plan mobile. 
Si l'on considère l'enveloppe, pour laquelle a est variable et (3 
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fonclion de a, alors on a les équations 



P = ? + 



qui se réduisent à /?= j3, ^=z=y(p) en vertu de Téquation (17), 
et d*où Ton tire encore Téquation (19). 

EnGn, si Ton voulait avoir la solution singulière, il faudrait dé- 
terminer a et (3 par les équations (14)9 quî deviennent ici 

0=1, o=x-t-^/'(|3), 

et dont la première est impossible. On voit donc qu'il n'y a pas, 
dans le cas actuel, d'enveloppe générale correspondant à une so- 
lution singulière. 

i058. Plus généralement, supposons que l'on donne une équa- 
tion, entre la fonction z, les n variables indépendantes X|, 0:2, . . ., 
Xnf et n paramètres arbitraires «i, 0C2, • • - , ot;,, 

(20) F(2, Xj, . . ., j:„, aj, .. ., a„) = 0. 

Entre cette équation et ses n dérivées partielles 
, , d¥ dF dr dF 

Pn •'•} Pn désignant les dérivées ^ •> •••> -r — ? éliminons les 

n paramètres ai, • • ., a^; on obtiendra une équation aux dérivées 
partielles du premier ordre 

dont l'équation (20) sera V intégrale complète. 

Au lieu de considérer maintenant a^, . . ., ocn comme des con- 
stantes, considérons-les comme des variables liées entre elles par 
n — 1 relations arbitraires, que l'on pourra mettre sous la forme 

(23) «,=:y,(an), ..., a/i-i = f»-i(«»). 
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ÂlorSy quand on dlITérentiera l'équation (ao) par rapport à ar/, la 

variabilité de a^ . • . , a» introduira dans Téquation dérivée le 

terme 

d¥ da, ^F a«„,t ^ dF \ da. 



(: 



Si l'on égale à zéro le multiplicateur commun des dérivées 3-^9 •*m 
•T-^ dans toutes les équations dérivées, celles-ci se réduiront aux 



}X, 



équations (21), comme si «4, ..., an étaient des constantes, et 
l'élimination de «i, ...,«„ entre les équations (20) et (ai) con- 
duira encore à la même équation aux dérivées partielles (22). 
Donc on aura encore une solution de l'équation aux dérivées par- 
tielles (22) en éliminant ai, . . ., a/i entre les équations 

(M) F = 0, ai = yi(«„), ..., an-i = ?«-i(«»)i (5^)=^' 

dF\ . 

-r— J désignant, pour abréger, la dérivée de F prise par rapport 

à ffn, en y faisant varier les quantités «i, • . ., an^\ qui dépendent 
de a;|. On a ainsi une intégrale générale de l'équation (22), ren- 
fermant n — I fonctions arbitraires. 

Si, au lieu de n — i relations arbitraires entre ai, ••., a^, on 
n'en établit que n — 2, celles-ci pourront se mettre sous la forme 

Alors la variabilité de «i, . . ., a,, ajoute à l'équation dérivée par 
rapport à Xi les deux termes 



( 



dF d«i d¥ da„_, d¥ \ (>«„_i 

: — I- ... H iL_î _f- _ 1 — 2-_i 



( 

/ dF da, ar <»a,-, ^ dF \ d«. 

En égalant à zéro les deux parenthèses, toutes les équations déri- 
vées se réduiront aux équations (21) et conduiront encore à la 
même équation (22). Donc l'équation (22) est susceptible d'une 
seconde intégrale générale, contenant n — 2 fonctions arbitraires. 
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et représentée par l'ensemble des équations 

F = O, ai=2(fi{ «^«1 >«/*)» • • • 1 «n— 1 = fn-^t( «»-l » «»)» 
(25) 



\à(^n-i) ' \àotn) 



En continuant ainsi, on verra que l'équation (2a) admet des 
intégrales générales renfermant n — 3, n — 4? • • -7 ^> ' fonctions 
arbitraires. Ainsi on aura une solution avec n — k fonctions arbi- 
traires, en éliminant âCo • • m ^n entre les équations 

iT / ^F \ /dF\ 

F = o, (-^ =0, ..., f;^— =0. 

On aura une intégrale générale avec une fonction arbitraire en 
éliminant ai, ,.,, an entre les équations 

(^6) F = 0, «i = î>i(aj, . .., «;,), f^j=:o, ..., f^j=o. 

Enfin, on aura une solution singulière de l'équation (22), ne 

renfermant ni constantes ni fonctions arbitraires, en éliminant 

«!,...,«„ entre l'équation F = o et ses dérivées par rapport aux 

n paramètres, 

d¥ _ dF __ 

-r O, • • • 1 "î O. 

On voit que toutes ces solutions diverses se déduisent de la 
seule intégrale complète (20) au moyen de différentiations et 
d'éliminations, de sorte que la connaissance d'une intégrale com- 
plète sufBt pour obtenir toutes les solutions dont une équation 
aux dérivées partielles du premier ordre (22) est susceptible. 



§ IV. 

DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES EN GÉNÉRAL, DANS LE CAS 

DE DEUX VARIABLBS INDÉPENDANTES. 

1059. Soit donnée a priori une équation aux dérivées partielles 
du premier ordre à deux variables indépendantes, et supposons-la 

H. — Cours de Calcul ûifin*, III. 1 3 
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résolue par rapport à Tune des dérivées partielles p= -r-> q = -r-» 
par exemple par rapport à ^y de sorte qu'on ait 

OU, ce qui est la même chose, 

(2) dyZ=:f[x, y, z,p]dy. 

Pour j^=j^o> traçons à volonté, dans le plan représenté par 
cette équation, une courbe arbitraire 

(3) ^='?{'^)y 

d'où Ton tire, pour la valeur de p correspondante, 

(4) p = <f'(^)- 

En mettant pour z et pour p ces valeurs initiales dans l'équa- 
tion (2), on aura, pour chaque point de la courbe (3), une valeur 
de l'accroissement dyZ correspondant à l'accroissement dj- de j-. 
Au moyen de cette expression, on pourra construire, dans le plan 
^ = j^o H- df, une nouvelle courbe donnée par l'équation 

En répétant sur cette nouvelle courbe la construction que nous 
avons faite sur la première, on obtiendra de même une troisième 
courbe dans le plan j^ =^0+ arfy, et ainsi de suite indéfiniment. 
L'ensemble de toutes ces courbes successives aura pour limite une 
surface dont l'ordonnée sera une fonction de x et dejr^ satisfaisant 
à l'équation aux dérivées partielles proposée et dépendant d'une 
fonction arbitraire, de telle sorte qu'on pourra faire passer cette 
surface par une courbe donnée arbitrairement dans un plan paral- 
lèle à celui des zx. 

Remarquons que, si l'on considère le plan des zx comme plan 
horizontal, la construction précédente revient à la détermination 
successive des lignes de niveau de la surface au moyen de l'une 
d'entre elles, donnée arbitrairement. 

1060. Si l'on donnait une courbe de niveau parallèle au plan 
des xj, considéré comme horizontal, on ramènerait ce cas au pré- 
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cèdent en changeant de variables indépendantes, par exemple en 
considérant y comme fonction de a: et de z. Si Ton dififérentie 
sous ce point de vue Téquation 

on aura 

o =/'(x) +/'{/) %=P^1% • =/'(r) I = ? |. 
d'où l'on tire 

dr 

I dx 

dz dz 

et Téquation proposée 

(i) F(*,ri»./'»î) = o 

devient 

dx I 

On rentre alors dans le cas du numéro précédent. 

On peut aussi faire la construction sans changement de variable 
dépendante. Soit donnée arbitrairement une ligne de niveau ayant 
pour équations 

(2) 2 = «o, y=x[A* 

Lorsque x el y varieront de manière à satisfaire à l'équation 
jr = jj(a:), zne devra pas changer de valeur; donc l'expression 
dz^^pdx-hqdy devra s'annuler pour dy=^yl[x)dxy ce qui 
donne la condition 

(3) /> + î/(^)-=o, 

laquelle, jointe à l'équation donnée (i), déterminera les valeurs 
de p et de q tout le long de la ligne de niveau. 

Pour construire la ligne de niveau infiniment voisine, imaginons 
qu'en chaque point de la première on mène une normale infiniment 

i3. 
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petite, pour laquelle on aura 

dy = - 



A 



x] 



Si l'on désigne par y l'angle de la normale à la surface avec l'axe 
des z, ou l'angle du plan tangent avec le plan des ocjTj la longueur 
£/N de la portion de normale et l'accroissement dz formeront les 
côtés de l'angle droit d*un triangle rectangle, dont Tangle opposé 
à dz sera y. 
On aura donc 

dH z=L cot7«22 1= * 

£n donnant à dz une valeur constante infiniment petite, on con- 
sti*uira les extrémités des £?N pour tous les points de la courbe (2), 
ce qui donnera la projection de la seconde courbe de niveau sur 
la première et, partant, la position de cette seconde ligne de niveau 
dans l'espace. Et ainsi de suite. 

1061. On peut encore, au moyen de l'équation aux dérivées 
partielles 

(«) q=f[^,T^^^p]y 

obtenir le développement en série de la fonction z suivant les 
puissances de l'accroissement de l'une des variables, de y par 
exemple. 

Soit donnée, en effet, pour j'=^o> la valeur arbitraire Zo = ç(x) 
de z. On en tire 

et par suite 

Or l'équation (i) peut, par des différentiations et des éliminations 
successives, faire connaître toutes les dérivées de z prises par rap- 
port aux deux variables x, j^, ou par rapport à j- seulement, au 
moyen des dérivées de z prises par rapport à x seulement. On a, 
en effet. 
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ce qui donne -r-^ en fonction de x,yy Zy p, -^ =s -j-j* On conti- 
nuera de la même manière , en remarquant que 

D'après cela, si l'on connaît z et par suite p pour j^=j^o> on en 
conclura les valeurs pour j^ = J^o de toutes les quantités 

dz d^z d^z d^z 
àjr djr* djr^ djr^ 

On connaîtra donc tous les termes du développement 

Si les valeurs des variables sont telles que la série soit convergente, 
on aura donc une intégrale générale de l'équation (i), renfermant 
une fonction arbitraire. 

1062. Exemple. — Soit l'équation q =^ ap ou. 

dz dz 

djr dx 

et supposons que, pour j^ =j^o = o, on donne la valeur de 
Zo=<f{x). L'équation proposée fera connaître successivement 

d*z à*» dy ,d*z 

=z a • =ir a — m a 9 

dy^ dxàjr dx dx^ 

dj^ dx^dx dx^ dx^ 

et ainsi de suite, d'où 



[!].=-'"!> [!•'].="•'■"'• 
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On a donc, pour le développement de z. 



On a par conséquent, pour Tintégrale générale sous forme finie de 
l'équation proposée, 

cp désignant une fonction arbitraire. 

Remarque. — Les méthodes exposées dans les numéros pré- 
cédents ne fournissent pas la solution singulière de Téquation aux 
dérivées partielles, parce que Ton ne construit qu'une valeur 
unique de q et que Ton ne peut, par suite, considérer le cas où 
deux valeurs de q deviennent égales, ce qui a lieu en chaque point 
de Fenveloppe. 

1063. Considérons maintenant une équation aux dérivées par- 
tielles, dans laquelle nous supposerons, pour plus de simplicité, 
que la dérivée la plus élevée par rapport àj^ ne soit affectée d'au- 
cune différentiation par rapport à x, de sorte que Téquation soil 
de la forme 

^» r. 



dx' 



)"^z 



^//i+l^ ^m-f-n-l^ 



> -T-TT-^? 



djc'" dx"'df dx"'df''-^ ! 



Si Ton différentie cette équation par rapport àj^, on introduira 
dans le second membre les quantités 

que l'on remplacera par le second membre de l'équation (i) et 
par les dérivées partielles de ce second membre, prises une ou 
plusieurs fois relativement à x, de sorte que, dans la valeur de 
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, ^^^ y il n'entrera que des quantités dlfierentiées n — i fois au 

plus par rapport ky. 

En différentiant de nouveau par rapport àj", on introduira en- 
core des quantités différentîées n fois par rapport ky, et on les éli- 
minera comme tout à Theure, en les remplaçant par des quantités 
difierentiées n — i fois au plus relativement ky et un certain nombre 
de fois par rapport à x. 

De cette manière, on pourra exprimer, à Taide de l'équation (i), 

-r-^ et toutes les dérivées des ordres supérieurs prises relativement 
ky seulement, au moyen de a:, dej-, des quantités 



(^) 



dz d^z ()'»~U 



j • • •? 



'' df d/*' df"-^ 



et des dérivées de ces quantités prises par rapport à x. 

Supposons maintenant que, pourj^=j^0 7 on donne les valeurs 
des quantités ( 2) en fonctions arbitraires de x : 

(3) î>(x), ?i(^), î>i(^), •.., y/»-i(^). 

Alors, d'après ce qu'on vient de voir, on connaîtra les valeurs, pour 
y z^jq, de toutes les quantités 



a«Z <)«+l3 ()«+« 



z 



exprimées au moyen de x, des quantités (3) et de leurs dérivées 
par rapport à x. On connaîtra donc les coefficients du développe - 
ment de z suivant les puissances de y — y^ : 

Zo, \-T~\ » • • • étant les valeurs de z, -r^» ••• pour j^ =jro» ^^ ^^ 

valeur de z ainsi obtenue dépendra des n fonctions arbitraires (3), 
qui expriment les valeurs, pourj^=j^o> de z et de ses n — i pre- 
mières dérivées par rapport ky, tout le reste étant complètement 
déterminé au moyen de l'équation aux dérivées partielles donnée. 



20O LIVRE V. — CHAP. II, § IV. 

1064. Exemple. — Considérons Y équation des cordes vibrantes 






En posant, pour abréger, — = z,, on lire de cette équation 

^_ ,a^ d'3_ ^d^z, 

d*2 ^ d^z d»2 ^ d*3, 
= a* — > = a* — - 9 



Si Ton suppose données , pour j^ = o , les valeurs z = z© , 
z,= z,o en fonction de a:, il viendra 

z = z-^^z +^^4..f!:?l- .^+..,. 
* I '* 1.2 dx" I . Ci . 3 dx* 

Posons maintenant 

zo = f (x) -f. x(^), ^;o = « ?'(^) — « X (^). 

d'où 

11 viendra 

-+- xW - -fx W -H T^x l-^) - 777:3 x"(^) +• • - 

c'est-à-dire 

2 = y (x 4- «r) + X(-^ — «r )» 

ce qui est l'intégrale générale de l'équation proposée. 

1065. Nous allons indiquer comment cette équation a été in- 
tégrée pour la première fois par d'Alembert. Elle peut s'écrire 

sous la forme 

^dz dz 

ox Ox 

ôjr dx 
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et, SOUS cette forme, elle exprime que l'expression 

dz màz 

-— fix -h a* — df 

est la différentielle exacte d'une fonction u de x et àe jy de sorte 

qu'on a 

àz , m àz ^ 

-^ eix -h ctr -T- dr z=z du. 

dy dx -^ 

On a d'ailleurs 

dz ^ dz . , 

T- «J + A- "^ = ^^» 
ôjr dx 

d'où l'on conclut, en ajoutant à la première de ces équations le 
produit de la seconde par a, 

relation qui prouve [778] que ii -{- az et -^ — ha j- ne peuvent 
être que des fonctions de x-h ciy. En changeant a en — «, on voit 
semblablement que u — az et -r^ — a-r- ne peuvent être que des 
fonctions de a: — ay» On a donc 

K + «2 = ^(-T -h a^'), U — az-=ztù\^x — ^/), 

d'où l'on tire 

ce qui est la même chose que l'intégrale générale trouvée au nu- 
méro précédent. 

1066. Nous allons indiquer encore quelques exemples d'inté- 
gration d'équations aux dérivées partielles par des méthodes par- 
ticulières. 

I. Si l'équation proposée ne contient que les dérivées prises par 
rapport à une seule des variables indépendantes, on pourra consi- 
dérer cette équation comme une équation différentielle ordinaire, 
dans laquelle Tautre variable joue le rôle d'un paramètre constant. 
Seulement, après l'intégration, on remplacera la constante arbi- 
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traire par une fonction arbitraire de la variable qui a joué le rôle 
de constante. 

Ainsi, si Ton donne Téquation 

P et Q étant des fonctions de x et de j^, son inté^ale sera 

9{j) étant une fonction arbitraire de x et de y. 
L'équation 

qui se rapporte à Téquation de Clairaut [847], aura pour intégrale 

z = Y*^/(Y), 

Y désignant une fonction arbitraire de^. 
De Téquation 

où X est une fonction donnée de x, on tirera [893] 

3 = 9>[.r) cosX^-4-x[*^) sinXj, 
9 et p^ désignant deux fonctions arbitraires. 
II. Soit l'équation 



djr,dj 



En multipliant par dx et intégrant par rapport à x, comme sij^ 
était une constante, il vient 

dz rt.r'»+* _ „ , . 
dy m 4- I "^ ^^'^ ' 

Intégrant maintenant par rapport à y^ considéré comme seule 
variable, et désignant par xij) ^^ fonction arbitraire /y (j^)€(;^, 
il vient 

z-\ ^ H = y(j) +^(-2^). 
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L^équation 



dx dy ày 

P et Q étant des foDCtions de x et de j^, donne d'abord, en prenant 
-^ pour la fonction inconnue, 

|^=«-/»"'>[(j)+/*/'>'"Q<)x]. 

On en tire ensuite z en intégrant partiellement par rapport à y 
et ajoutant à l'intégrale une fonction arbitraire de x. 

III. Considérons Téquation des surfaces développables [1046], 

On en tire 

dz zi^pdx -^ ^[p]^X9 

d'où, en intégrant par parties, 

z =px ^X3[p)y —f[x •\.ytn'[p)] dp, 

ou, ce qui revient au même, 

d[z—px — tj(/7)j]z=— [x'\-yu'[p)]dp. 

Il résulte de là, en vertu du théorème fondamental du n** 778, que 
les deux quantités z — px — ^{p)y et — x — y^'{p) doivent 
être deux fonctions de p^ dont la seconde est la dérivée de la pre- 
mière. On doit donc avoir 

z —px — xj{p)y = f{p), — .r — rn'[p)y = y'(/?), 

et, par suite, la relation entre a:, j-, z s'obtient par l'élimination 
de a entre les deux équations 

z = ax -h zj[a)y -\- f[oL]f 0=2 x -h vj'[(x]y A- ^'(a), 

ce qui s'accorde avec ce que nous avons vu au n** 1057. 

IV. Soit encore l'équation 

Y[x,p)=T^[y,q), 

Désignons par o) la valeur commune des deux membres. Des équa* 
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lions F{Xf p) = Cl), F,(j^, 9) = w on tirera 
et par suite 

Si Ton pose maintenant, pour abréger, 

X=/f(x,«)()x, Y=z//(j,«)()r, 
on aura 

d'où 






-r — H -r- ) sont deux 

fonctions de o), dont Tune est la dérivée de Tautre. Donc Tinté- 
grale de Téquation proposée est contenue dans Tensemble des 
deux équations 

^ ^ ' aw dw 



§ V. 

IlfTÉGRÀTION DES ÉQUATIONS LINÉAIRES AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 

DU PREMIER ORDRE. 

1067. On entend par équation linéaire aux dérivées partielles 
une équation dans laquelle les dérivées partielles de la fonction 
inconnue n'entrent qu'au premier degi'é, sans être multipliées 
entre elles. 

Le problème de l'intégration d'une équation linéaire aux déri- 
vées partielles du premier ordre se ramène à celui de l'intégration 
d'un système d'équations simultanées aux diflTérentielles ordinaires 
du premier ordre, et réciproquement. 

Soit, en effet, un système de n équations différentielles du pre- 
mier ordre, 

. . de dx djr 

(<) T "" X "^Y ' 



ÉQUATIONS LINÉAIRES DU PREMIER ORDRE. 2o5 

entre les n + 1 variables ty x^y^ ... et leurs di£férentîelles. Sup- 
posons que Ton ait trouvé les intégrales générales de ce système 
et qu'on les ait résolues par rapport aux constantes arbitraires 
qu'elles renferment, en les mettant sous la forme 



les fonctions y*oy*2, ... ne contenant plus aucune constante arbi- 
traire. Ces fonctions yi , yi, ..., qui restent constantes en vertu 
des équations différentielles (i), s'appellent aussi elles-mêmes les 
intégrales des équations (i). 

Toute fonction deft^J^iy ..., étant constante en même temps 
queyi,yi, . . ., est aussi une intégrale des équations (i). 

1068. Remarquons ensuite que les quantités T, X, Y, . . . ne 
peuvent pas être toutes identiquement nulles, sans quoi il n'y 
aurait plus d'équations différentielles. De plus, elles ne peuvent 
pas devenir toutes nulles en vertu des équations (a). En effet, si 
la fonction T n'est pas identiquement nulle, l'équation T=: o est 
une relation entre les variables qui ne contient aucune constante 
arbitraire, et qui ne peut subsister en même temps que les équa- 
tions (a), puisque celles-ci doivent être telles que, pour tz=ztoy 
on puisse donner k Xj y^ ... telles valeurs que l'on voudra. 

1069. Supposons donc que T, par exemple, soit différent de 
zéro (sauf pour des valeurs particulières de £). En différentiant la 
première des équations (2), il vient 

(3) ^^dt^^fldj:^^^dx + .., = o. 
^ ' dt dx df 

Mais, l'équation Ci=y*i étant une intégrale des équations (i), 
l'accroissement de/i doit être nul toutes les fois que dt^ dx, dj, ... 
seront proportionnels à T, X, Y, . . . , quelle que soit la valeur de 
la variable indépendante t. On doit donc avoir, quel que soit /, 

(4) ^T+^X+f^Y + ... = o. 
^^' dt dx dx 
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Cette relation (4)^ ne contenant aucune constante arbitraire, ne 
peut être qu'une identité, sans quoi, par la raison que nous expo- 
sions dans le numéro précédent, elle serait incompatible avec les 
intégrales générales (a). 

Donc toute intégrale des équations (i) est une solution de l'é- 
quation aux dérivées partielles 

^ ' ot dx ày 

1070. Réciproquement, toute solutiony=yi de l'équation (5), 
c'est-à-dire toute fonction y, de t^x^y^ ... qui vérifie identique- 
ment l'équation (5), sera une intégrale des équations (i). En effet, 



on a 



•^* \àt dt àx^ di ày ) 

Or, si X, ^, ... sont des fonctions de t telles que l'on ait, quel que 

soit 2, 

dx a dy X 



dt" T* dt t' 



on aura, T étant supposé ne pas s'annuler, 

expression identiquement nulle, puisqueyi satisfait à la relation (4)« 

Donc on a 

4/i=no, /i = const., 

lorsqu'on substitue dans f^ des valeurs de x,^, ... en fonction 
de t qui satisfont aux équations différentielles (i). Donc yi est 
une des intégrales de ces équations (i). 

Si donc on a 71 solutions distinctes de l'équation (5), c'est-à-dire 
n solutions telles que la constance de l'une quelconque d'entre 
elles ne soil pas la conséquence de la constance des autres (ce dont 
on s'assurera en vérifiant que leur déterminant fonctionnel par 
rapport à x, j^, ... n'est pas nul), on aura les intégrales générales 
des équations (i) en égalant ces n solutions à des constantes 
arbitraires. 
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1071. Une fonction quelconque àef\, f^, ..., étant une inté- 
grale des équations (i), sera aussi une solution de l'équation (5). 
C'est ce que Ton peut vérifier directement. Soit, en effet, F une 
fonction quelconque de f 17/27 • • • . On a 

dt "" dfx dt dfx dt 

dF^dF^^dF dfx 
dx dfx dx dfx dx 



• • • » 



En multipliant ces équations respectivement par T, X, . . . et 

dF 
faisant la somme, chaque quantité -t7 se trouve multipliée, dans le 

second membre, par le résultat de la substitution dey} à/* dans le 

premier membre de (5), résultat qui est identiquement nul, puisque 

ji est supposé être une solution de cette équation (5). Donc on a 

identiquement 

^dF ^ dF ^dF 

dt dx df 

c'est-à-dire que F est une solution de l'équation (5). 

1072. Réciproquement, toute solution F de l'équation (5) est 
une fonction des n solutions distinctes 

qui, égalées à des constantes, donnent les intégrales complètes 
des équations (i). En effet, des n équations qui lient ces fonctions 
fîff29 • • • aux variables t, x, j-y . . . on peut tirer les valeurs des 
n variables x, /, ... en fonction de la ( zi 4- 1 )^*™® tel de/i j/à > • • • > //i > 
et, en substituant ces valeurs dans la solution proposée F, celle-ci 
prendra la forme 

F('»/i»/ïi • • •>/»)• 

Puisqu'elle satisfait à l'équation (5), on de\Ta avoir identiquement 

l'égalité 

jàF (dFdA dF^ \ 

dt ^ [df dt ^ dfx de ^-"V 



dfi dx dfx dx 



...) 
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Commeyi ,/), . . . sont des solutions de ( 5 ), cette égalité se réduit à 

OU simplement, T étant différent de zéro, à 

dF 
dt 

Donc, si la fonction F satisfait à Téquatlon (5), elle ne peut con- 
tenir explicitement t après Télimination de x, y, , • •] elle ne 
dépend donc que des fonctions/*! ,yi, • . ,yfn» 

Donc, si/ij^a,. . .,yî, sont les n intégrales du système (i), la 
solution la plus générale de Téquation (5) sera 

/= ?(/it/ti • • •>/«). 

(f étant une fonction arbitraire. Ainsi, étant donnée une équation 
aux dérivées partielles du premier ordre (5), linéaire par rapport 
aux dérivées partielles, et ne contenant ni la fonction/'elle-méme 
explicitement ni aucun terme indépendant des dérivées partielles, 
on aura son intégrale générale, en prenant pour y* une fonction 
arbitraire des n intégrales du système (i) d*équations simultanées 
aux différentielles ordinaires. 

1073. Soit maintenant une équation linéaire par rapport aux 
dérivées partielles de la fonction inconnue f , mais contenant un 
terme indépendant de ces dérivées, et dans laquelle la fonction t 
entre explicitement d'une manière quelconque, 

(-1 T-\— -f-y — + 

chacune des quantités T, X, Y, . . . étant une fonction de f , x, y , . . . . 
Si Ton représente pary(f, x, j^, . . . ) une solution de réquation(5 ), 
la valeur de t en x, y, . . . , déterminée par Téquation 

(8) /(/,j:,j, ...) =0, 

que Ton obtient en égalant cette solution à zéro, sera une solution 
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de Téquation (7). En effet, on tire de l'équation (8) 

àf di 

. . dt dr dt âr 

dt dt 

d'où, en substituant dans Téquation (7) et remarquant que -^ ne 
doit pas être nul, 

dt 

équation qui est identiquement vérifiée, puisque^est une solution 
de Téquation (5). Donc la valeur de t, tirée de Téquation (8) que 
Ton obtient en égalant à zéro une solution quelconque de Téqua- 
tion (5), satisfait identiquement à Téquation (7). 

Un raisonnement tout semblable au précédent montrerait que, 
si, au lieu de tirer t de Téquation (8), on le tirait de Téquation 
plus générale 

(11) /(^•^,r. ...)=:a, 

où a est une constante arbitraire, la valeur de t déduite de cette 
nouvelle équation satisferait identiquement à Téquation (7). En 
effet, les calculs précédents ne seraient changés en rien, la con- 
stante a disparaissant dans la différentiation. 

1074. Réciproquement, si la valeur de t tirée d'une relation de 
la forme 

(11) /(^j^>7. •..;=« 

satisfait à l'équation aux dérivées partielles (7) quelle que soit la 
constante a, le premier membre de l'équation (i i) sera une solution 
de l'équation (5). 

En effet, si l'on tire de l'équation (11) les valeurs (9) de 

— 9 —9 • ••9 et qu'on les substitue dans l'équation (7), on devra 

H. — Cours dd Calcul infin,, III. l/\ 
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avoir l'égalité (lo), d'où l'on conclut 

(,^) t#4-x|^h-y|^ + ...=o, 

^ ' di dx Of 

relation qui doit avoir lieu identiquement, quels que soient 
.r,^, . . . , du moins si l'on y remplace t par sa valeur tirée de (ii), 
et quelle que soit la valeur de la constante a. 

Mais, comme l'équation (ii) contient cette constante œ, on 
pourra attribuer aux variables tyX,yy ... un système de valeurs 
quelconques t^jX^^j^^ . . •, et il suffira pour cela de déterminer 
la valeur de la constante a par la condition 

L'équation (12), qui ne contient pas la constante olj devra donc 
pouvoir être vérifiée quelles que soient les valeurs attribuées aux 
quantités f, x^y^ .... 

D'après cela, considérons une solution non singulière de l'équa- 
tion (7), contenant au moins une constante arbitraires, 

En résolvant cette équation par rapport à a, on aura une relation 
de la forme 

et la fonction f ainsi déterminée sera une solution de l'équation 
homogène aux dérivées partielles (5). 

Donc toute solution de l'équation (7) contenant au moins une 
constante arbitraire s'obtient en égalant à. une constante arbitraire 
une solution de l'équation (5). 

1075. On voit donc que l'intégration de l'équation (7) entre 
la fonction t et les n variables indépendantes x,jr, .,., linéaire 
par rapport aux dérivées partielles de t, mais contenant t expli- 
citement d'une manière quelconque dans ses coefGcients et ayant 
un terme indépendant des dérivées partielles, peut se ramener à 
l'intégration de l'équation linéaire 

lia) ^ 3;: + ^"i — *" * 3 — h . . . = o, 

^ ' at dx df 
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d'une forme moins générale , où Tinconnue f dépend d'une 
variable indépendante de plus/ mais où celte fonction y n'entre 
que par ses dérivées partielles, et qui ne contient pas de terme 
indépendant de ces dérivées partielles. 
Ayant trouvé l'intégrale générale 

de l'équation (12), on en conclura que l'intégrale générale de 
l'équation 

(7) T = X^+T^ + ... 

est donnée par l'équation 

(l3) ?(/l,/j» ...,/n)=0. 

On l'obtiendra donc en cherchant les intégralesyi,yi, . . . ^jn du 
système des équations (i) et en établissant entre ces intégrales 
une relation arbitraire. 

1076. On voit, d'après cela, que, si l'on considère ; 

i^ Les n équations simultanées aux différentielles ordinaires 
du premier ordre 
... dt dx dy 

entre les n -f- 1 variables ty Xyj, ... ; 

a® L'équation différentielle unique du 7i'*°® ordre entre deux 
variables, que l'on déduirait du système (i) par des différentiations 
et des éliminations [935], et dont l'intégration équivaudrait à celle 
des équations (i); 

3° L'équation aux dérivées partielles du premier ordre, linéaire 
par rapport aux dérivées partielles et où la fonction inconnue 
n'entre pas explicitement, le nombre des variables indépendantes 
étant /i + i et l'équation ne contenant pas de terme indépendant 
des dérivées partielles, 

[o] l -X — hX-3 hï 3 h . . . = O: 

^ ' dt dx dx 

4^ L'équation linéaire par rapport aux dérivées partielles, ayant 

.4. 
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un terme indépendant de ces dérivées et n variables indépendantes 
seulement, et où la fonction inconnue entre explicitement d^une 
manière quelconque, 

(7) T = X3;^+Y^+...; 

La résolution de ces quatre problèmes dépend de la recherche 
des mêmes fonctions indépendantes yi,y^29 ••m/)i> qui sont des 
intégrales des équations (i) ou des solutions de l'équation (5), ou 
qui, égalées à zéro ou à une constante arbitraire, fournissent 
chacune une solution de Téquation (7). 

1077. Appliquons ces règles à quelques exemples, entre autres 
aux équations aux dérivées partielles de quelques familles de sur- 
faces. 

I. Soit l'équation des surfaces cylindriques [1025] 

ap -{- hq =^ \ , 

On ramène la question à l'intégration des équations simultanées 

dx dr dz 
a ù i 

qui donnent les deux intégrales 

En établissant une relation arbitraire entre ces deux intégrales, on 
a, pour l'équatioû générale des surfaces cylindriques, 

f[x — aZf X — bz] z= o, 

II. Étant donnée l'équation des surfaces coniques [1028] 

on est conduit à intégrer les équations 

dx dx dz 

X — a X — b "^ z — c 
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ce qui donne les intégrales 

X — a y — h 

z — c z — c 

On en conclut, pour Téquation finie des surfaces coniques, 



> U=o. 

z — c z — c ] 



III. Considérons Téquation aux dérivées partielles des surfaces 
de révolution autour de Taxe des z [1034], 

En intégrant les équations différentielles 

dz 
xdx = — ydjr = — > 

on aura les intégrales 

d'où Ton tire, pour l'équation finie de ces surfaces, 

IV. Si nous prenons l'équation aux dérivées partielles des 
surfaces de révolution autour d'une droite quelconque, 

[y — b — Bz)/? — [x — a — Az)7 = B(.r — a) — k[y — ^), 

nous aurons à intégrer le système 

dx dy dz 

j — ^ — Bz "" — (*• — «) -4- Az ~" B(x — tf) — A(j— ^) 

Kdx -+- Bd[r [x — a)dx -{- [y — b)dr 

"" A(r — ^) — B(jr — fl) "" [ — B{ar — fl) -hA(j— 6)]z' 

d'où l'on tire 

Kdx -h Brfj -h </z=: o, (x — a)d!ic+ (j^ — b)dy -{- zfl?z = o, 

et par suite 

Ax -4- Bj H- z = Cj, (x — û)» -H (^ — Z^)« + z* = C,. 
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Donc réquation finie de ces surfaces est 

(.r— «)• -f- (^ — ^)« ^_3*ziz^(A.r H- B^ -h z). 

V. L'équation aux dérivées partielles des conoïdes qui ont l*axe 
des z pour directrice et le plan des xy pour plan directeur est 

[1031] 

ce qui conduit aux équations différentielles 

d.r dy dz 



dont les intégrales sont 



X y o 



r 

— Tin Cl, z r_: Cij, 

X 



et, par suite, Téquation finie de ces surfaces sera 



Z=zylZ 



VI. Prenons Téquation qui exprime le théorème d'Euler sur les 
fonctions homogènes [322] : 

dt dt âe 

X -r — h-y ^ — ^-2^ï — ^- ••• = fnf' 
ôx * Ôf ôz 

On aura à intégrer les équations différentielles 

d.r df dz dt 

X y z ' ' int 



d*où l'on tire les intégrales 

Y z t 

1- — r - — r — — r • 

x" " or "^ " '"' ^"~ "* 

on a donc, pour la valeur générale de la fonction t, 



m^lZ^ ?.. .^ ,. 



.r X 



Donc le théorème d'Euler suffit pour caractériser les fonctions 
homogènes. 
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VII. Etant donnée une équation différentielle d^ordre n, 



, , d"x „ / dx d'^-^xX 

(0 -spr^F^'.-. ^» •••'^^) 



> 



on peut la remplacer par les n équations différentielles simultanées 
[935] 

, dx dx' //.r(«-«) 



Or ce sont là les équations dont Tintégration conduit à celle de 
Tune ou Fautre des équations aux dérivées partielles 

d.r(«-») ^drC-») „àx^'^^) 

3 h jt' — 3 \- x" — — -; h . . . 

, ar ax ox 

L'intégration de l'un quelconque des systèmes (i), (a), (3), (4) 
fera connaître immédiatement les intégrales des trois autres. 

1078. Lorsqu'on a intégré une équation linéaire homogène aux 
dérivées partielles de la forme de l'équation (5) [1019], 

(,) Tf4-x|^+Yf^ + ...=o, 

^ ' dt dx df 

T, X, Y, ... étant des fonctions des seules variables indépendantes 
tj x, y, . . . , on peut, par une simple quadrature, obtenir l'inté- 
grale de l'équation à second membre 

^ ' dt dx dy 

V étant une nouvelle fonction de tyX^y^ .... 

Soient, en effet, f\yf%, •••>yi les n solutions particulières 
distinctes dont la valeur générale de/*est une fonction arbitraire 
[1072], Nous avons vu [1072] que, si Ton exprime une fonction 
quelconque F de f, Xyy\ ... au moyen de t et des n variables y^ 
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« 

yài '-- 1 fni le premier membre de Téquation ( 2) se réduit à 



m 



en entourant de parenthèses la dérivée par rapport à f de la fonc- 
tion F lorsque celle-ci est exprimée au moyen de f,y,, . . . ,y),. 
Donc l'équation (2) se réduira à 



d>F\ V 



d'où Ton tire 

(3) F=yj(?/ 4- ?(/„/„...,/„), 

op désignant une fonction arbitraire, et l'intégration se faisant 

partiellement par rapport à t, dans la supposition où l'on a exprimé 

V 

— en fonction de tyfty ... ,yj,. 

On peut mettre cette intégrale partielle sous une autre forme. Sî 

l'on suppose 

V 

on pourra écrire 

(4) fldl=j"{[6,f„...,/„)d9, 

to étant une quantité quelconque indépendante de t et pouvant 
dépendre dey*4 y -••tfn\ à Taide de cette notation on pourra, si 
Ton veut, remettre dans f(9,yi, . . ',fn)t à la place dey^ . . -yfny 
leurs valeurs en f, x,^, . . . . 

On voit que l'intégrale (3) de l'équation (2) se compose d'une 
intégrale particulière (4) de cette équation, plus de l'intégrale 
générale <^[f\7 > > -jfn) de l'équation sans second membre (1), ce 
qui est analogue à ce que nous avons vu pour les équations linéaires 
à une seule variable indépendante [901]. 

Exemple. — Considérons le reste de la série de Taylor, 

F = ,^ (X + A) - +(x) - ^ f (x) - . . . - -p-^-^ÏJ!^!— ^ ^,(--0 (x). 



ÉQUATIONS LINÉAIRES DU PRBMIBR ORDRE. 217 

£d difTéren liant cette expression successivement par rapport à x 
et à A, il vient 

dx dh 1.2... (« — i) ^ '' 

Pour intégrer cette équation, on intégrera d'abord Téquation sans 
second membre 

dx ôh " ^' 
qui donne [1062]y=c5>(y4),yj représentant la solution particulière 

/i = X -h A. 

Si Ton introduit y*i comme variable au lieu de h, il vient 

ÔF\ (/,-^)"-' 



ÔrJ 1 .2. . . (/l — l) 



^('«)(x), 



d'où, en intégrant et désignant par Xo une fonction de la quantité 
y*! considérée comme constante, on tire, à la fonction arbitraire 
près, 

En mettant, dans le second membre, ^ au lieu de x, puis rem- 
plaçant y*i par j: -f- /i, il viendra 

Si Ton pose 

d'où, pour Ç=Xo, ï = a:-f-/i — xo^=f\ — x^ et, pour Ç = x, 
f = /2, on pourra, pour plus de simplicité, prendre x© =7*0 et la 
valeur de F deviendra, en rétablissant la fonction arbitraire dey*i, 

Or la fonction F doit, par définition, s'annuler avec A, quel que 
soit X. On a donc ^{x) = o, et par suite (]p(x-f- A) = o, ce qui 
donne la forme connue du reste F [360]. 
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§ VI. 

INTÉGRATION DES ÉQUATIONS NON LINÉAIRES AUX DÉRIVÉES 
PARTIELLES DU PREMIER ORDRE DANS LE CAS DE DEUX VARIABLES 

INDÉPENDANTES. 

1079. Soit donnée une équation non linéaire aux dérivées par- 
tielles du premier ordre 

j) et q représentant les dérivées partielles ^> — • Il s'agit de 

trouver une fonction z de a: et de j', telle que sa valeur et celles 
de ses deux dérivées partielles satisfassent identiquement à l'équa- 
tion (i). 

Nous avons vu [1053, 1055] que Ton peut déterminer la solution 
la plus générale de l'équation (i), et même la solution singulière, 
dès que Ton connaît V intégrale complète, c'est-à-dire une fonction 
c de X et àey renfermant deux constantes arbitraires et satisfai- 
sant à l'équation (i) quelles que soient ces constantes. Or, si l'on 
connaissait les fonctions/? et q exprimées au mojen de x, y^ z et 
d'une constante arbitraire a^ la condition 

(2) €lz=pdx -{- qdf, 

qui exprime que p et q sont égales aux dérivées partielles de z par 
rapport à j: et à j', donnerait, par son intégration, la valeur de z 
en fonction de x, y, a et d'une nouvelle constante arbitraire j3. 

Or les valeurs de p et de q sont assujetties seulement aux deux 
conditions suivantes : 1^ de satisfaire identiquement à l'équa- 
tion (i); 2° de rendre intégrable [1011] l'équation aux différen- 
tielles totales (2). 

1080. Soit 

(3) cT(*,r, ^^Ff Ç) = « 

la relation inconnue entre J:, j^, Zj p^ q qui, jointe à l'équation (i), 
doit déterminer pour/? et q des valeurs en a:, j^, z, a qui rendent 
intégrable l'équation (2). £n différentiant les équations (i) et (3) 
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par rapport à x et ky^ et posant, pour abréger, 



il vient 



\dxj dx 



dF dFâz^ 
dz dx 



/dV\ ÔF [dp\ dF (dq\ _ (dF \ dF (dp\ dF /dq\ _ 

\dx)-^di,\di)^Tq [àJc) - ''' [d?) "^ "5^ [d})-^ Tq Wj -''• 
idrs\ dxs fdp\ drs ldq\ {^^\ àxs (dp\ àrs ldq\ _ 

En éliminant (-/-) entré les deux équations débauche, et i-J-] 

\àx/ ^ ° \df/ 

entre les deux équations de droite, il vient 

du / dF\ _ dF /dm\ ^[àFdu^dF d^\ /àq\ _ 
dp \dx) dp \dx ) \dq dp dp dq ) \àx) ~~ ' 

dq\djr) dq\df) \dq dp dpdq)\dx)^^ 
Dans ces deux équations, le multiplicateur commun de ( ^ ) et 

de ( ^ I est le déterminant fonctionnel des équations (i) et (3). 

11 ne saurait donc être nul [316], si, comme on doit le supposer, 
ces équations sont résolubles par rapport kp et kq. Or la condition 
d'intégrabilité de Téquation (2) est 

m = m- 

Pour qu^elle soit remplie, il faut et il sufBt, en vertu des deux 
équations précédentes, que la fonction ts satisfasse à la condition 

dp \dx) dp \dx) "^ dq \dj') dq [djrj "'"' 

ou, en développant les dérivées entourées de parenthèses, 

^^^ dp dx'^Tq dx'^ydp'^^ dq) dz \dx) dp [djrj dq-""' 

équation linéaire aux dérivées partielles de la forme générale que 
nous avons considérée aux n°' 1069-1072. En prenant une solution 
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particulière quelconque C7| de cette équation et l'égalant à une 
constante a, les valeurs de p et de ^ tirées des équations 

F = O, Uj r= a 

rendront l'équation (2) intégrable. 

Pour avoir une solution particulière de Féquation (4)} il suffira 
de déterminer une quelconque des intégrales du système adéqua- 
tions aux différentielles ordinaires 

. r/.r dy dz dp dq 



àp dq àp ^ dq ôx '^ dz dy dz 

1081. Exemples. — I. Soit Féquation 

Z=zpq, 

Les équations (5) deviennent, dans ce cas, 

dx dy dz dp dq 

q " p ^ ^pq^ p "^ q^ 

En égalant le premier et le dernier de ces rapports, il vient 

iLt = dq^ d'où qr=z X '\- 9.y 

et par suite, en vertu de l'équation proposée, 

z 

pz=i 

j: -+- a 

L'équation (2) devient alors 

z 
dz = /£r -h ( a: -h a ) dy^ 

d'où l'on tire d'abord, en faisant ^^ = o, 

dz d.v 



z j: -h a 



• 



2 = (x-ha)T. 



Substituant maintenant cette valeur après avoir fait ^x=o, il 
vient 

[.v->rOL)dY = [x-\-oi]dy, d'où ^=zy^p. 
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Donc on a, pour la solution complète de l'équation proposée, 

Pour avoir la solution générale, on éliminera a entre les deux 
équations 

z= (.'^-f-a)[^H-y(«)], 0=r (xH-«)y'(a) -l-J-4-y(«). 

Enfin, la solution singulière sera 

zz=o. 

On pourrait employer une autre intégrale quelconque du système 
d'équations différentielles, par exemple, la solution tirée de Té- 
quation 

dp dq • 9 î 

-^ = -^j savoir - = rt', 

P H P 

d'où 

« t v/â .- 

zz=ia^p*, pz= — 9 qzziaJz, 

a ^ 



dz=z — dlr -f a ^. djTf 



z 
a 
et, en intégrant, 

2 V^Z = - -T- flj -f- ^, 



X 

a 



autre forme de la solution complète. 

II. Soit l'équation des surfaces développables 

Les équations ( 5 ) deviennent 

de ily dz dp dq 

rïp) ^ ~^ '^pfip) - ^ = T =" V 

On a une intégrale de ces équations en posant 

p = a, d'où q=/{a), 

et par suite 

dz = etdx -^/{oL)djr, 

équation d'un plan, qui représente la solution complète. 
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ni. Soit proposée Téquation 
Les équations ( 5 ) deviennent 

d.r djr dz dp dq 

ipx ~" 2^7 — 3 ~" ^[p^-^ q^)f '— q^ ~' Pq~~ —P* 

Le dénominateur de dz étant égal à ^ z en vertu de Inéquation pro- 
posée, on pourrait remplacer les dernières équations par 

dz dp dq 
qz'^ pq'^ — /?«' 

L'égalité des deux derniers rapports donne 

pdp ■+■ qdq = O, d'où /?• -f- ^* := a*, 

OL^X « 



2 <2 

dz= - Vz*— oL^r^.dx -f- — dr. 

3 Z 

En faisant dx = o, il vient 

zdz z= tt^y-dy^ d'où z* = a*/* -h X. 



Substituant cette valeur dans Téquation zdxZ = a ^z^ — ol^J^- dxj 
il vient 

''dX = »\X..dx, d'eu y'X = «j: 4- j3, 

et, par suite, la solution complète de Téquation proposée est 

z=a^X*-^[KX-hP)*. 

IV. Prenons encore Téquation 

/?(</•-+- 1) -t- (^ — «)g = o. 

Les équations (5) seront ici 

dx df dz dp dq 

q'^ + l ipq -^bz 'àpq*-hp 4- (^ — z)q ~~ pq q* 
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De réqualion 

dx dq 

on tire 



ce qui donne 



I 



d'où 

I //x-(-«\' « — 6 z — 6 



(z — b)dx 

dz = ^ ' -+■ 



T., , . ,. , . X -h a ^ //;r-f-a\^ l 

Multipliant cette équation par ^ V/ ( j -h i = - 



il vient 



^[^-VC-^]"-] 









le premier membre étant une différentielle exacte, on en tire, en 
intégrant, la solution complète de l'équation proposée 

On peut trouver une autre forme de la solution complète en 
partant de Téquation — = ^^ qui donne 

q = oLp, 
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d'où 



dz— \-^-^'b\ V'«(3— ^) — »i 



équation où les variables sont séparables et qui donne, par Tinté- 
gration, 

a y'a ( 3 — />) — I = X -4- «/ H- (3. 



§ VII. 

DES ÉQUATIONS LINÉAIRES AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 

d'ordre QUELCONQUE. 

1082. Considérons une équation linéaire par rapport aux déri- 
vées partielles de la fonction inconnue z, de la forme 

P, Q, ... étant des fonctions des seules variables indépendantes 
x^y^ que nous supposerons, pour plus de simplicité, iau nombre de 
deux. Une telle équation jouit de propriétés analogues à celles 
d'une équation linéaire à une seule variable indépendante sans 
second membre [877]. Ainsi : 

i^ Si une certaine valeur z = z^ satisfait à cette équation, la 
même valeur multipliée par une constante quelconque satisfera 
encore à la même équation; 

' 2^ Si l'on connaît des solutions, en nombre quelconque, jS|, 
Za, • . • de l'équation (i), leur somme Z| -h z^ +. . . sera encore 
une solution de cette équation ; 

3^ Par conséquent, en faisant la somme de ces mêmes solutions, 
multipliées respectivement par des constantes quelconques, l'ex- 
pression obtenue C| z< 4- Ca^aH-- • . sera encore une solution. 

Si donc on peut découvrir une infinité de solutions de l'équa- 
tion (i), en faisant la somme de leurs produits par des constantes 
arbitraires, la limite de cette somme sera une solution plus géné- 
rale, qui se présentera sous la forme soit de la somme d'une série 
infinie, soit d'une intégrale définie. 
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1083. .Considérons le cas le plus simple, celui d'une équation 
linéaire à coefficients P, Q, ... constants. Nous avons vu [889] 
que, dans le cas analogue relatif à une seule variable indépendante, 
une équation linéaire à coefficients constants est vérifiée par une 
valeur de la forme e^^, /• étant une constante convenablement 
déterminée. Les choses se passent d'une manière analogue dans 
les équations à plusieurs variables indépendantes. 

Dans le cas d'une équation linéaire aux diflférentielles ordinaires 
d'ordre m, r est une racine d'une équation algébrique de degré m, 
et, en ajoutant les solutions e'*»"^, ©'"i^, *.., correspondantes aux 
m racines (inégales) de cette équation, ces solutions étant multi- 
pliées chacune par une constante arbitraire, on aura l'intégrale 
générale de l'équation différentielle [891]. 

Nous suivrons ici une marche analogue, et nous poserons, dans 
le cas de deux variables indépendantes, 



z = c'-'+**^, 



r et tétant deux constantes indéterminées. En substituant cette 
valeur dans l'équation ( i ), l'exponentielle disparaîtra comme facteur 
commun, et il restera une équation algébrique entre r et 5, 

(2) Pr"'4-. . .-f-Qr»5''-i-.. . = 0, 

d'un certain degré v par rapport à 5, et d'où l'on tirera, pour j, 
V valeurs en fonction de r, de la forme 

(3) j, =/,(r), .ç,z=/j(r), .... 5v=/v(r). 

Chacune de ces valeurs donnera lieu à une intégrale particulière, 
telle que 

(4) iî — c<î'•'+/f'•)^ 

C étant une constante arbitraire et r une quantité entièrement 
indéterminée. 

Pour une même déterminationy*(r) de 5, on peut prendre arbi- 
trairement C et r, et, en faisant la somme des valeurs de z corres- 
pondantes à divers systèmes de valeurs de ces quantités, on aura 
une solution de l'équation proposée. Pour arriver à la solution la 
plus générale, il y a deux moyens principaux de généralisation. 

H. — Cours de Calcul infin,, III. l5 
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1084» I. On donne à r une suite de valeurs, en nombre infini, 
en assujettissant r à certaines conditions dépendant de la nature 
particulière du problème qui a donné naissance à l'équation pro- 
posée. Par exemple, on prendra pour r des valeurs en progression 
arithmétique, ou, ce qui revient au même, des valeurs égales aux 
diverses racines d'une équation transcendante, telle que 



sin (>( J j = o. 



OU, plus généralement, on prendra pour r les diverses racines d'une 
équation transcendante plus compliquée, telle que l'équation 

lang//r= Ar. 

On obtient ainsi pour z une valeur, développée en série infinie, 
dont les coefficients C seront encore arbitraires, les propriétés de 
cette série dépendant de l'équation dont les valeurs de r sont les 
racines De plus, en disposant convenablement des coefficients C, 
on pourrra faire en sorte que, pour jc = Xq, par exemple, z de- 
vienne égale à une fonction àe y donnée arbitrairement. 

Chacune des valeurs (3) de 5 en fonction de r donne lieu à un 
développement analogue, de sorte que la valeur de z, formée par 
la somme de ces v développements, renfermera v fonctions arbi- 
traires. 

1085. Prenons pour exemple l'équation 

dz ^ d^z 

que l'on rencontre dans la théorie de la chaleur, et supposons que 
la fonction z soit assujettie à certaines conditions aux limites, 

savoir, que l'on ait : 

(ï*) pourj: = o, z = o; 

(a®) pourx=:/^,. -7 |-/<-z=:o: 

^ ' '^ OX X 

[Z°] pourj=o, z-=:'F[x). 
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Si nous posons { i= ^ — i ) 

il viendra, en substituant dans Téquation proposée, 

et par suite 

ou, en ajoutant deux déterminations convenables de cette solution, 

La condition (i^) fait voir que la constante B doit être nulle, ce 
qui réduit la valeur de z à 

z=ze-''*''*yAsmrx. 
En mettant cette valeur dans la condition (2®), 



elle donnera 

rcos 
ou enfin 



hr-i- Ui — - j sin ftr == o. 



= I — 6/1. 



tang^r 



Cette relation fera connaître les valeurs de br qui conviennent à 
Téquation, valeurs qui sont données par les intersections de la 

droite j^= jj avec la courbe 7* = tangx. Soient ri, 7*2, ... les 

valeurs de r, en nombre infini, que Ton obtient par la résolution 
de cette équation transcendante. En ajoutant les valeurs corres- 
pondantes de z, multipliées par des constantes arbitraires, on aura 
la valeur plus générale de z : 

z = Ae-**''" J'sinri X -h A|tf~*''"î^sinr,x h- 



On \oit, par une discussion facile, que les racines r^ Ta, ..., 
r„f ... finissent, pour des indices n suffisamment grands, par 

i5. 
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croître par intervalles sensiblement égaux à ~» de sorte que chaque 

terme contient, de plus que le précédent, un facteur à peu près 
égal à 

i-"r[hl}'-'-'] ou à e-'"^ï("-*2), 

lequel tend vers zéro pour r croissant. Donc, pour y positif, le 
développement est convergent, toutes les fois que les coefficients 
Al, Â2, ... ne croissent pas indéfiniment. 

Pour satisfaire maintenant à la troisième condition aux limites, 
il faut déterminer les coefficients A4, A2, ... de manière que J^on 
ait, quel que soito:, 

F(j:i = A| sinrijr-h Aisinr,a: -f-. . .. 

Pour obtenir la valeur d'un quelconque des coefficients A, du pre- 
mier par exemple, multiplions l'égalité précédente par sinrixrfj:, 
et intégrons les deux membres entre les limites zéro et b ; il viendra, 
pour un terme quelconque correspondant à deux indices inégaux, 

fsinrixs\nr^xdx=z -f[cos[r2 — rjjx — cos(r, -h ri)x'\dx 
I 8in(r, — 7-, ).r i sinfr, -+- r, )j: 

= \ . ' ir,[sin(r,~ri)j: — sin(r,-hrt)j:J 

-j- ri[sin(r, — r, )j:4-sin(r, -\- /"i)^]} -f-G 
HZ 3 r ( — r, sinrj jr cosr,x 4- r, sinr^x cosr|x) -h C, 

et par suite, en prenant pour limites zéro et b, 



X 



* . . , — r, sin^vr, cos^r, -f- r^ sinftr, cosôr, 
smr|Xsmr|ar£tr= 



ri'-'r^. 



Or de l'équation 



tang Z>r, tang 6r, 

à laquelle doivent satisfaire les racines r^ et r^, on tire 

ri ces br^ sin br^ = r, cos 6r, sin bri , 
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d'où il s'ensuit que l'intégrale précédente est nulle, quelle que soit 
la racine r2y différente de rf. 
On a, d'autre part, 

/ sinrrixdx =: - I (i — cos2/iJ:]aa:= -? • 

On en conclut 

Ai=: : ; — / F ( x ) sin r. X iir. 

On déterminera de la même façon les autres coeiBcients A^, 
A3; .... De cette manière, on aura le développement en série 
convergente d'une fonction satisfaisant à l'équation aux dérivées 
partielles et à toutes les conditions initiales. 

iOS6. On peut, dans certains cas, obtenir par cette méthode la 
solution générale de l'équation (i) sous forme finie. Supposons que 
la fonction y (r) soit linéaire par rapport à r, de sorte qu'on ait 

s=: ar-^ b, 

ce qui a lieu en particulier lorsque l'équation entre r et ^ est homo- 
gène, et qu'on en tire par conséquent des valeurs constantes pour 

s 
le rapport - • Il vient alors 



s 

r 



Le facteur e^T restant le même, quels que soient G et r, on aura, 
en faisant la somme d'un nombre quelconque de solutions parti- 
culières. 

Si l'on fait pour un instant &^^y = u, on verra que la série entre 
parenthèses, qui est de la forme C| ii'*i -4- C2 m'*» -h • • • , a des coef- 
ficients et des exposants arbitraires, et peut représenter, par con- 
séquent, une fonction arbitraire de u ou de a: -H ay. Donc cette 
solution peut se représenter par 
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f désignant une fonction arbitraire. On aura autant de solutions de 
cette forme y différentes entre elles, que l'on pourra trouver, pour 5, 
de valeurs différentes de la forme ar -+- h. En ajoutant toutes ces 
solutions, on obtiendra une solution plus générale. 

1087. Soit donnée, par exemple, Téquation du second ordre i 
coefficients constants 

d«3 d*z d^z 

Rr4-aSj-i-T^=:o, ou R ^-z -+- 2 S ^r-^ -h T -r-; = o. 

ox^ oxoy ojr 

Si Ton pose 
il viendra 

R H-2S/Î 4-Tfl' = 0, 

d'où Ton tire pour a deux valeurs ai, a^. On en déduit l'intégrale 
générale 

z = y (.r H- a^] -h x(x -4- a,^), 

f et ^ désignant deux fonctions arbitraires. 

Si l'on considère, en particulier, l'équation des cordes vibrantes 



^_ , à'z 



les racines ai , a, seront ici + a et — a, et l'intégrale générale sera 

z = y ( j: -h £ij) -h X (•'^ — «j), 

comme nous l'avons déjà trouvé [1064, 1065]. On voit que cette 
intégrale est générale, parce qu'elle permet, pour j^ =^'o> de 

âz . 

choisir arbitrairement les valeurs de z et de -r- en fonction de x. 

or 
Plus généralement, étant donnée l'équation à coeflicienls con- 
stants 

. d"« . d'^z ^ d^z 

qui ne contient que des dérivées de même ordre, si l'on désigne 
par ai , a2y . . . ^a,i les racines de l'équation algébrique 

A -♦- Aja -h . . . -h Âg^a'^ = o, 
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rintégrale générale de Téquatioii aux dérivées partielles sera 

9o ?39 ' • •) ^n désignant des fonctions arbitraires. 

1088. II. On peut encore, pour généraliser les solutions , 
employer le procédé suivant. Ayant formé une solution particulière 

oà G et r sont entièrement indéterminés, représentons la constante 
arbitraire G par une fonction arbitraire de r, et supposons cette 
fonction infiniment petite et de la forme cp (/')^r, en sorte que la 
solution particulière deviendra 

Faisons croître maintenant /* par intervalles infiniment petits, égaux 
à drj en lui donnant successivement les valeurs 

ce qui donne autant de solutions différentes. En ajoutant toutes 
ces solutions et prenant la limite de leur somme, on aura une solu- 
tion sous la forme d'une intégrale définie, 






e''JC't-fir)y^ 



reniermant une fonction arbitraire (f{f')» L'intégration, que l'on 
pourra effectuer quand la fonction c^(/) sera donnée, déterminera 
pour z une valeur en fonction de x et dey. On fera la même chose 
pour chacune des v déterminations (3) de la fonction y (/). En 
ajoutant les solutions ainsi obtenues, on aura une solution plus 
générale, renfermant v fonctions arbitraires. 

• 

1089. Si, au lieu d^une équation sans second membre, comme 
l'équation (i), on donne une équation dont le second membre soit 
fonction des variables indépendantes, il suffira, pour avoir l'intégrale 
générale de cette dernière équation, d'ajouter une intégrale parti- 
culière quelconque de cette même équation à l'intégrale générale 
de l'équation sans second membre [901 ]. 
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Lorsque le second membre est une fonction d'une seule des va* 
riables indépendantes, la recherche de la solution particulière se 
ramènera à l'intégration d'une équation aux différentielles ordi- 
naires, dans le cas où l'équation renferme un ou plusieurs termes 
où les dérivées soient prises par rapport à la seule variable du se- 
cond membre et multipliées par des coefficients fonctions de cette 
seule variable ; car il est clair que l'équation proposée sera vérifiée 
par une fonction de cette seule variable satisfaisant à l'équation 
différentielle en question. 

Soit, par exemple, l'équation 

c/x* oxôx ôy 

V . 

où ^ est fonction de la seule variable x. L'équation sera vérifiée 

par une fonction z^ de x seulement, déterminée par l'équation 
différentielle 



d'où l'on tire 



R î = V 



'^=//s^"'- 



. V 

En particulier, si - est constant, on aura 

En ajoutant cette solution à la solution générale de l'équation sans 
second membre 

on aura la solution générale de l'équation proposée. » 
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EXERCICES. 

I. — Équations aux différentielles totales. 

i. azdjc -hbzdjr — {ax-^ bjr) dz = o. 

2. ydx — xdy-hjr(ajrz^ ^ nx — ixz)dz = o. 

3. (.r* -+-/*) dz = [z — a) [xdx -^ xdjr). 

4. {/ -\- z) dx -\- dy -\- dz = o. 

5. (y-\- z)dx -^(z-^ x)djr-k-{x -{-jr)dz^ o, 

6. [x — Zy — z)dx-^ (iy — Zx)dy-\- [z — x)dz=: o. 

7. ay^z^dx-k- bz^x^dy -\- cx^jr^dz = o. 

8. y{y-h z)dx'h z[x -h z)dy -i- y[y —- x) dz = o. 

9. ii[y'\- z)dx 4- (jc -f- 3/ -H 'i.z)dy-¥- [x -^^ y)dz = o. 

10. (cy-i- bz)dx -+- (aZ'{-cx)dy'^ (bx-hay)dz = o. 

11. (/* H- j^«-f- «"jr/xH- (3' ■+- zx-hx*)dy'V- (x^ -h xy -^ y*)dz = o. 

12. (x — a) dx — dy^h^ — 3* — (.r — « )* -i- z</z = o. 

13. ('àx* -i- ^xy -h 2a;2«H-i)r/xH- dy-h-izdz = o. 

14. (axz -f- 3*) r/x H- lyzdy — a(x* -4- /• — k^)dz =■ o. 

15. (.r*^— j»— ^*z)r/[r-f-(x^* — x*z — j?*)f//H-(j7>-+-ar«/)rfz = o. 

16. {y-¥'z)log(X'h z)dx — xdy'^xdz = o. 

17. (i'^2m)xdx-:hy(i — x)dy-hzdz = o, 

[Représente un système de lignes tracées sur une sphère, et se projetant 
sur le plan des xy suivant des paraboles.] 

18. [y'^a)'dX'hzdy-^{y-ha)dz = o, 

19. {'Axz -h 7? ) dx 4- "^yzdy — 2 (x* -+- j^* 4- «* ) dz = o. 

20. J^(n- z')dx->t- x\\ -h z)dy'\-{xy^ iaz)dz = o. 

21 . zdx — xdy -\-\xz-\- X log jt) dz = o. 

22. (•i/*H-4ax*z*)j:d[r H- { — ==-»- 3j4- ax* ) rrf;^ 



H- /aax»-^ 4 3» H- ^ I 3</z = o. 
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23. {y ^ z) iùc -i- [z ^ jl) dj' -i-(x— ^ )<fo =i o. 

24. {x* -h j^)zdx -^- (x* -^ z*)zdx ^ a(x -t-j)x;^rf« = o. 

25. Conditions d'intégrabilité de l'équation 

dz= (eux -^ Pj-H72-f-^)<irH-(a'x h- p'j'-i-y'z-h^')df. 

26. xiX "^ z)dw -^ z[y-\'z)€ix -\' z[w — x)djr -\- y[x — fv)dz = o. 

27. %dx-\- xdy — dz = o. 

Déterminer la fonction arbitraire de manière à obtenir la solution de Newton 

I - 



ou 



X-=J«, Zz=2X-hij». 



28. dz = xy\xdx -i-fdy). 

29. zdx -h xdy -i-jdz = o. 



30. xdlr-hjf(^-h cdz 4/1 ï ^ ^ = ^• 



Déterminer la fonction arbitraire de manière que les courbes représentées 

•T* y* j* 

par l'équation soient situées sur l'ellipsoïde -j -»- 77 •+• "7 ^ * • 

31. (z — j')dx-^xdjr-h (jr — z)dz^o. 

32. y* dx -h X* djr -h dz = 0. 

33. ydx — xdjr -h 22^2= o. 

34. (ax^bz)djr -i-[cZ'- ax)djr ■+- (bx^cy')dz^o. 

35. dz = aydx h- hdy, 

II. ^ Équations linéaires aux dérivées partielles 

DU premier ordre. 

. z 

' ' a 

2. xp —yq — o. 

3. xp -i- zq-hy = o. 

4. (x — //iz)/? H- (7-/15)7 — o. 

5. xp -^yq = nz. 
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6. £4.2 = 1. 
X y z 

7. x^p-^-y^q = z*. 

8. xzp -^jrzq = xjr. 

9. x^p^xxq = '-y^, 

0. x'/; -^y^q = x^y^z"^. 

1 . x*/; H- x'z^ = xz -h 3/. 

2. z — /?x — qyz=z a }/x* -hy^-i- z*. 
^ ^«£ ()u ^/t 

r*z 

4. '— ;,4-xZ7=J». 

3. /z'/> H- (û*x — j)y = o. 

6. (x-h^)/7-+-(7 — x)7 = o. 

7. z(/;-+-7)-h(.r-x)(^ — 7)=x-H7H-z. 

8. //? -^y^Q = JTZ*. 

ou rfzH-/i(x,/)É£r-h<7[/(x,j)rir — r//] = 0. 
Si àid f[x^ y)dx — dy = o on tireC = f (J^,^), on a 

X* 

Exemples : xp^yq = — 'i 

xyp—y'^q + x(i -+- X*) — o. 
20. xyq = — /iz. 

2i. (x« -r- /«)/?= r* -+-«*• 

^^ ^« du du xy 

». X T- 4- r ^- 4- z^- = au -\--^* 
ox oy oz z 

^. xp-h zq -^y = 0. 

du du ^àu __ ^ 
' dx dy dz ^ '** 
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25. azp -h bzq z= bz — ajr-^ cz, 

[Examiner le cas où c= o]. 

26. [mz — ny)p-\-[nx^lz)q=: ly—mx, 

27. [^— -^ — /ï(z — f)];? — [x — a — iîi(« — c)]7 = /i(x — a) — m(j^— A). 

28. (ax-\- bjr)p-h [n'x-^Vy)q= cz. 

29. Intégrer Téquation aux dérivées partielles qui donne le facteur d'intégration 

de réquation différentielle 

(x*^ — 2jr^)dx -f- ( x/* — 2X*) fijr = o, 

30. Équation aux dérivées partielles des trajectoires orthogonales d'une série 

de surfaces représentées par l'équation F(x,^, z, C) = o. 

Exemple : aCx = x* + /* -f- z*. Déterminer la fonction arbitraire de ma- 
nière que les trajectoires soient des sphères. 

ni. — Équations non linéaires aux dérivées partielles 

DU premier ordre. 

i. pq = U 

2. /?«-^7«=i. 

3. q= e ". 

4. x«/?* = /7«. 

5. q = pnXYZ. 

6. z — px^qy= r^i-4-/?*-h<y«. 

1. pq=px-h qy, 

8. g = px H- />•. 

9. « = px -^ qy-^ pq. 

10. ^-¥ ^ = 2X. 
H. X7 = 7y^-^xe**'»-r•. 

12. 7 = (z-+-/:7x)*. 
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lY. — Équations aux dérivées partielles d'ordre supérieur 

AU PREMIER. 

1. S = a. 

2. xjr — s = o, 

3. s=: ax -i- bjr. 

4. X -\-y 4- « — j* = o. 

5. ar = xjr. 

6. xjrr = [n — i)yp -+- a, 

7. xr= [n — i)p. 

X ^ '^ 

11. j -+--^ = --. 

12. r — a*t = xy. 

13. /' -^ 3f -h 2/ = j: -f-^. [Poser z — kx^y^ -h l^x^)*\ 

14. r -♦- (a H- 6)f -h aht = x/. 

15. /•-+-?(x,j)j = x(^0). 

y 

16. r-f- - j= i5j:/'. 

^8. ^-*-r=7^='''^'- 
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THÉORIE DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE. 

APPLICATIONS 
A LA THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 



CHAPITRE PREMIER. 

THÉORIE DES FONCTIONS UNIFORMES 



§1. 

CARACTÈRES DES FONCTIONS STNECTIQUES D^UNE VARIABLE COMPLEXE. 

1090. Supposons que la quantité complexe r^, = s varie, c'est- 
à-dire, en langage géométrique, que le point z se déplace dans le 
plan. Lorsque ce point passe de la position .z à la position Z|, la 
différence z^ — z représente, en grandeur et en direction, la distance 
de ces deux positions. 

A une valeur infiniment petite de l'accroissement z^ — z corres- 
pondront des valeurs infiniment petites [71] des accroissements 
du module r et de l'argument p, ainsi que des composantes 
rectangulaires a:, y. Ces diverses grandeurs varieront donc d'une 
manière continue, lorsque le point z subira un déplacement con- 
tinu dans le plan. 

Nous appellerons l'accroissement infiniment petit z^ — z la dif- 
férentielle de la variable Zy et nous le représenterons par dz. 

Toutes les règles de la différentiation des quantités réelles, qui 
ne dépendent que des règles de l'addition et de la soustraction. 
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subsisteront encore pour les quantités complexes, où i joue le rôle 
d'une constante. On aura ainsi 

dz^d[x-^iy] — dx-^idx=^d,re'P=zr(^P (— -h idp\- 

Le module de la quantité complexe dz a pour valeur infiniment 
petite 

p = ^dx^ -h dy'^ = \]dr^ -h r*^//?*. 

Son argument 

dy 
\ -^ y = arctang-^ 

r 

a une valeur quelconque, dépendante de la direction suivant la- 
quelle se déplace le point z. 

Si le point z décrit une courbe continue, p sera Télément dWc 
de cette courbe [611] et <p Tangle de la tangente avec l'axe des x. 

1091. Le chemin décrit par z, dans le cas où Tangle f varie 
d'une manière continue, est la limite d'un polygone infinitésimal 
qui a pour côtés les accroissements dz successifs. La distance des 
deux positions extrêmes de z est égale à la limite de la somme, en 
grandeur et en direction, des côtés de ce polygone. Nous repré- 
senterons par le signe d'intégration cette limite de somme d'élé- 
ments infiniment petits. 

D'après cela, la droite qui joint les deux positions extrêmes z^ 
et Z du point mobile aura pour expression 






Z 

dz. 



Cette valeur est indépendante de la forme du chemin suivi par le 
point z pour aller de z^ à Z. 

1092. Imaginons maintenant qu'en chaque point du plan, cor- 
respondant à une valeur de la variable complexe z, on place une 
valeur complexe w, variant d'un point z à l'autre, suivant une loi 
déterminée. L'ensemble de ces valeurs w, dont le plan est ainsi 
chargé, constitue ce qu'on appelle, dans le sens le plus général du 
mot, Mne fonction de la variable complexe z. 

Si à un accroissement infiniment petit quelconque dz dez [173] 
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correspond toujours un accroissement infiniment petit d{v de la 
fonction çv, cette fonction sera dite continue. 

Si chaque point z ne porte qu'une seule valeur de la fonction w^ 
cette fonction sera dite uniforme. Si chaque point z porte plusieurs 
valeurs de w, celte fonction sera dite multiforme. 

Les fonctions analytiques [156], définies pour les quantités 
réelles, puis étendues, conformément au^rincipe de la permanence 
des règles du calcul [8], aux quantités complexes, sont des fonc- 
tions les unes uniformes, les autres multiformes. 

1093. La valeur d'une fonction analytique de z dépend unique- 
ment de la position du point z sur le plan, et non du système de 
coordonnées employé pour fixer cette position. Elle ne changera 
pas, soit que Ton mette la quantité complexe z sous la forme re'Py 
soit qu'on la mette sous la forme x -+• iy^ lors même que les sym- 
boles xeiy représenteraient eux-mêmes des quantités complexes, 
pourvu que x -{-iy fût identiquement égal à r(^cosp -+- i sinp). Le 
passage de l'un des modes de représentation à l'autre correspon- 
drait à une simple transformation algébrique, qui se ferait suivant 
les règles établies. 

ce que devient l'expression de la fonction analytique çv, lorsqu'on 
y remplace z par a: -H iy^ x et y étant des variables indépendantes, 
réelles ou complexes. Cette fonction devra rester constante toutes 
les fois que z ^=x -i-iy restera constant. Si donc on élimine 
x = z — iy, il faudra que F(z — (/> J^) reste constante en mémo 
temps que z, quel que soit}'; donc cette fonction devra être indé- 
pendante dey, et sa dérivée partielle par rapport à y, • 

.ÔF âF 

— i — H ) 

ÔJc djr 

devra s'annuler identiquement, dès qu'on y remplacera x par 
z — iy, c'est-à-dire par une valeur quelconque. Donc toute fonc- 
tion w= F (j:,j^), provenant «d'une opération analytique exécu- 
tée sur le binôme x •+• ij^, devra satisfaire à l'équation aux dérivées 
partielles 

I --- 4- / -r- = O. 

' U.V Or 

II. — Cours de Cale, l'ttfin., III. lu 
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1094. On peut encore établir cette condition comme il suit. 
Supposons que F(j:, j') soit une fonction cp(::) = 9 (x-f- i/) de 
la variable complexe z =x -hiy* Les variables x et y étant sup- 
posées indépendantes, on aura, en ne faisant varier qu^une seule 
d'entre elles à la fois, 

d¥ .àz 

d'où, en éliminant cj«'(z), on tire la condition nécessaire 

- -h i -r- = O. 

Réciproquement, si cette condition est identiquement vérifiée, 

on aura 

dY ÙY , ôY 

' dr ' -^ df " dx -^ ^ 

d'où Ton conclut, pour la valeur de la différentielle totale de la 
fonction F, 

^F dY 

dY âY 
Or, — et -r- ne pouvant être Tune et l'autre identiquement nulles, 

si F ne se réduit pas à une constante, la condition nécessaire et 
suffisante pour que dF[xy y) reste nulle, ou pour que F(x, j ) ne 
varie pas, c'est que x -h ij' ne varie pas. F( a:, j^), étant donc con- 
stante ou variable suivant que x-^ iy sera constante ou variable, 
ne dépendra que dex -f- ij", et sera par suite de la forme ?(^ + *^')- 
On peut enfin remarquer que l'équation aux dérivées partielles ( i ) 
est un cas particulier de celle dont nous avons traité au n^ 1062, 
et dans laquelle il suffit de faire a = i pour en conclure 



w 



=zff[.r\-iy). 



Ainsi l'équation (i) exprime que la fonction w dépend, non de x 
ou de y isolément, mais de la combinaison x -^ iy de ces deux 
variables. 
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1095. L'équation ( i ) exprime en même temps la condition 
nécessaire et suffisante pour que la fonction w= F[x^y) jouisse 
de la propriété fondamentale d'at^oir une derwée par rapport à 

la "variable z =x-^ ij, c'est-à-dire pour que le rapport -j- — '; 

tende vers une limite déterminée, indépendamment du rapport des 
accroissements dx^ dj^ c'est-à-dire indépendamment de l'argument 
de dz [1090]. 

En eflety en réduisant les différentielles à leurs parties princi- 
pales, et remplaçant — par sa valeur -r ^> tirée de la condition (i), 
il vient 

ii[x -f- ijr) (Ix -h idy dr. + idy i ày àx 

Donc le rapport 

rf F (-C, r) dw 
'• — ou — 

d\^x -Y- ij) dz 

tend vers la limite déterminée 

dw I d'w 
ôx i dy 



toutes les fois que sv satisfait à la condition (i). 

div 

'dl 



Réciproquement, pour que — ait une limite déterminée, il faut 



que le rapport 

()F d¥ dy 

dY[x^Y\ à.r ' ày dx 



dx 

dr , . 

soit indépendant de ~» ce qui exige que l'on ait 

^F ^F 

• — 1 • / 

c'est-à-dire la condition (i). 

C'est grâce à cette propriété qu'il est permis d'appliquer aux 
fonctions analytiques de variables complexes les règles de la dif- 

i6. 
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férentiation et de Tintégration indéfinie, établies pour les fonctions 
de variables réelles. 

1096. Cette propriété n'appartient pas à toute espèce de quan- 
tité variable continue qui serait déterminée d'une manière quel- 
conque par la position du point z. Par exemple, z étant connu, on 
connaît ses composantes rectangulaires, c'est-à-dire les variables 
réelles x, y. D'après ce mode de détermination , toute fonction 
F(a:, y^ des deux variables indépendantes réelles x,j^ aurait toutes 
ses valeurs définies par les valeurs correspondantes de z, et pour- 
rait, à ce point de vue, être considérée comme une fonction de z. 

Mais il faut observer que, dans cette détermination, on emploie 
une opération qui ne peut avoir son analogue dans le calcul des 
fonctions de variables réelles, savoir, la décomposition de la quan- 
tité complexe z en ses deux composantes, l'une réelle, l'autre ima- 
ginaire pure, et le partage, qui s'ensuit, d'une équation en deux 
autres. On n'est donc pas en droit d'appliquer à une telle fonction 
les règles établies pour les fonctions de quantités réelles. Le calcul de 
telles fonctions exigerait des règles spéciales, qui ne comprendraient 
pas comme cas particuliers les règles relatives aux fonctions de 
variables réelles, et qui présenteraient à l'égard de celles-ci des 
différences analogues aux différences que présentent les règles 
de l'analyse des nombres entiers dans la Théorie des nombres. 
Dès lors, sans parler des complications qu'elle pourrait offrir, 
l'analyse des quantités complexes n'atteindrait plus son but prin- 
cipal, d'éclairer, en la généralisant, l'analyse des quantités réelles. 

On voit déjà, par ce qui a été dit au numéro précédent, qu'une 
fonction F(a:,j), qui ne satisfait pas à la condition (i), ne peut 
être traitée comme une fonction de la seule variable z, lorsqu'il 
s'agit de lui appliquer les règles du Calcul différentiel. 

Par exemple, les fonctions 

sont bien déterminées pour chaque point z ; mais, en faisant 

fftf 
on trouvera, pour les limites de — relatives à ces fonctions, les 



y 



CARACTÈRE DES FONCTlOIfS MONOGÈNES. 245 

expressions 

pcos© , ûsin® , . 

• =:<r-*'^ ■ =2rcos[/î — 9>]^~'', 

qui dépendent toutes de l'argument f de tf^. 

1097. Une fonction qui satisfait à Téquation (i) et qui, par 
suite, jouit de la propriété d'avoir une dérivée indépendante de la 
direction suivant laquelle on a donné à z Taccroissement infiniment 
petit dzj est dite une fonction nionogène de z. 

L'existence d'une dérivée supposant nécessairement la conti- 
nuité de la fonction primitive, toute fonction monogène sera aussi 
continue, sauf pour certaines valeurs singulières de la variable. 

Les fonctions monogènes satisfaisant seules à la loi de la per- 
manence des règles du calcul et pouvant seules, par conséquent, 
être employées pour la généralisation des calculs relatifs aux fonc- 
tions d'une variable réelle, ce seront les seules que nous consi- 
dérerons dans tout ce qui va suivre. Nous pourrons, à cause de 
cela, nous dispenser de répéter chaque fois le mot monogène, et, 
quand nous parlerons d* une fonction de la variable complexe js. 
Il sera bien entendu que c'est d'une fonction monogène qu'il s'agira. 

Une fonction continue qui est à la fois uniforme et monogène 
s'appelle une fonction sjnectique. 

1098. Supposons la fonction w décomposée en ses composantes 
rectangulaires, de sorte que l'on ait, u et (^ étant réels, 

L'équation (i) deviendra alors 



>« dp (du dv\ 



du 
à 



et se partagera ainsi dans les deux suivantes : 

, , du dv du dv 

^ ' d.r df dy dr 
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Ces dernières équations expriment les relations auxquelles 
doivent satisfaire deux fonctions réelles u, v des variables in- 
dépendantes Xj y^ pour qu'on puisse les considérer comme les, 
composantes rectangulaires d'une fonction monogène du binôme 

x-^iy. 

1099. Si Ton différentie les équations (2) successivement par 
rapport à j: et à j^, on en tire, par addition et soustraction. 



a«« d^u d^v d*- 



V 



ce qui montre que chacune des fonctions u, v^, de même aussi que 
la fonction çv := u -f- zV, est assujettie à satisfaire à Téquation aux 
dérivées partielles du second ordre 

OJr Oy^ 

Nous avons vu [1044] que l'intégrale générale de cette équa- 
tion est 

fonction qui est la somme de deux fonctions monogènes, mais qui 
n'est elle-même monogène que lorsqu'une des deux fonctions cp 
ou -^ s'annule. 

1100. Si, au lieu de mettre la variable z sous la forme x -I- iy^ 
on l'emploie sous la forme re'/*, on obtiendra, par des calculs ana- 
logues aux précédents, la condition pour qu'une fonction w=Tl{r,p) 
des variables indépendantes r, p ne dépende que de la combinaison 
re'P de ces variables. En substituant à r sa valeur zC^P, il vient 

qui ne doit plus dépendre de p. Si l'on égale à zéro la dérivée de 
cette expression par rapport à p, on obtiendra, pour la condition 
de monogénèité de cette fonction. 

On serait arrivé au même résultat soit en éliminant par différen- 
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tiation la fonction <p de la relation fv= <^[reP^), soit en opérant 
dans Téquation (i) un changement de variables , soit enfin en 
cherchant directement la condition pour que le rapport 

div 

d'ireP') 

tende vers une limite déterminée, indépendante de la direction 
de dz. 

Si Ton met la fonction w sous la forme Re***, R et P étant réels, 
l'équation (i)* se partagera dans les deux suivantes : 

dK ^ r)P dVi ^ d^ 

r— R-^r=o, r/R-T-=o. 

Or dp dp or 

1101. En supposant les conditions (2) remplies, posons 

fw Y — ^" — ^*' V du ds^ 

^ ox ôjr ay ox 

d'où 

et par suite 

</«/ = (X -h iY][dx -f- idj) =r: [X -h iY)dz, 

Donc la dérivée totale de w par rapport à z a pour expression 



fhv dw I d 



IV 



(4) ^^ = ^=^^z=l^^iY. 

^ ' . dz ÔJc i ôf 

1102. La dérivée — > donnée par la formule (4), est, aussi bien 

que Wy une fonction monogène de z. On a, en effet, d'après les 
équations (3), 

dX _ d^i » _dY dX._ d^u __àY 
dx ôxôj- âf dx djcÔY ôx 

ce qui donne pour la fonction X H- 1 Y Tanalogue des condi- 
tions (a). 

Il en est de même, d'après les équations (4), pour les dérivées 

. ,, dw (^«' 
partielles — et -r-« 
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Donc, si w est une fonction monogène de z = jc-h iy, toutes 
ses dérivées des divers ordres, soit totales, soit partielles, seront 
aussi des fonctions monogènes de z. 

1103. Supposons que la variable z soit elle-même une fonction 
monogène d'une autre variable Ç== Ç + i», de sorte que Ton ait 

Toute fonction monogène de z sera aussi une fonction monogène 
dej;. 

On a, en effet, en supposant iv=y( 5:), 

àw dz div dz 

d'où, en vertu de l'équation (i) appliquée à la fonction z = ^(î^), 






.,, .fâz .dz\ 



donc Wy considéré comme fonction de ^ et de yj, est une fonction 
monogène de J -f- i>î. 

Autrement, on a, quel que soit dz, 

divz=f'[z)dz, 

et de même, quel que soit rff , 
Donc 

ost une quantité indépendante de dX^\ donc iv est une fonction 
monogène de la variable f . 

1104. La condition de monogénéité, exprimée par l'équation 

dwz=z[lli-^iY)dz, 

correspond à une relation géométrique remarquable entre les 
points du plan qui représentent les valeurs de la variable z et ceux 



• 
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qui représentent les valeurs de la fonction w. Si Ton représente 
les différentielles de z et de w par 

la formule précédente donne 

- <?Û>-?) zn X -h /Y, 
P 

d^oùy en égalant de part et d'autre les modules et les arguments, 

a . -I- Y 

- = yX* -h If*, X — y = arctang 





On voit par là que, dz et dw étant deux accroissements infini- 
ment petits simultanés de la variable z et de la fonction -iv, le 

rapport - de leurs modules et la différence y^ — 9 de leurs argu- 

P 
ments ne dépendent pas de y ou de dz, mais seulement de la posi- 
tion du point z lui-même. 

Donc, si zzi, zz^ [fig* 84) sont deux accroissements infiniment 
petits de z, etûnv^, ww^ les accroissements correspondants de w, 




les deux triangles zz^z^ et -kvw^w^ seront toujours directement 
semblables. 

Si donc on donne sur un plan un système de points {oc,j)^ et 
que l'on représente ce système par les points (w, p») d'un autre 
plan, en établissant entre les coordonnées des points correspon- 
dants des deux systèmes une relation arbitraire de la forme 

a H- w zzz y (.r -4- iy]y 

les figures formées par ces deux systèmes de points correspondants 
seront semblables dans leurs éléments infiniment petits. 

nos. Une fonction d'un nombre quelconque de variables 
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f{j^,J^ • • •) est dite continue dans le voisinage du système de 
valeurs j:,j', ... , lorsque, pour des accroissements infîniment 
petits donnés à ces variables à partir de ce système de valeurs, 
Taccroissement de la fonction, 

f{.r 4- rfj-, j -f- fi) y . . . ) — /(.r,7, . . . ), 

est lui-même infiniment petit, quels que soient les rapports des 
accroissements dx, djy .... Dans le cas contraire, la fonction est 
discontinue dans le voisinage du point {jc,y, . . .). 

Une foncliony(;:) d'une variable complexes =x-hiy, étant 
un cas particulier d'une fonction de deux variables réelles, sera 
continue dans le voisinage du point z, lorsque la différence 
df[z) =zfi^z + dz] — f{^) sera infiniment petite en même temps 
que dx et dy, c'est-à-dire en même temps que le module de dzj 
ou que dz lui-même. 

La fonction y (5) sera dite continue dans une portion de plan 
ou dans une aire donnée, lorsqu'elle sera continue dans le voisi- 
nage de tout point z situé à l'intérieur de cette aire. 

Pour les points du contour qui limite l'aire, il pourra arriver 
((ue la fonction cesse d'être continue relativement aux points 
situés en dehors du contour ou sur le contour lui-même. On 
devra donc indiquer, dans chaque cas particulier, si le contour est 
ou non compris dans la région de continuité. 

D'après cela,y*(5) variera d'une manière continue entre deux 
limites données Zq, Z, lorsque, z passant de la position z^ à la 
position Z par un chemin de forme quelconque, pourvu qu'il ne 
présente aucune interruption, les valeurs AcJ\z) correspondantes 
à deux positions infiniment voisines sur le chemin donné diffèrent 
entre elles infiniment peu. 

Remarquons que, généralement, il ne faut considérer comme 
infiniment voisins, sur la courbe décrite par z, que les points tels 
que z passe de l'un à l'autre en parcourant un arc de cette courbe 
infiniment petit; de sorte que, dans le voisinage du point de 
croisement de deux branches de cette courbe, deux points, si 
petite que soit leur distance rectiligne, ne devront pas, dans 
certaines circonstances, être regardés comme infiniment voisins, 
s'ils appartiennent à des branches différentes. 

Si la courbe qui va de ;:;o à Z est située tout entière à l'intérieur 
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de Vaire de continuité de la fonction y'(z), celle fonction sera 
nécessairement continue tout le long de celle courbe. 

1106. Une fonction peut devenir discontinue de plusieurs 
manières, soit en passant brusquement d'une valeur finie à une 
valeur finie différente, comme cela a lieu pour l'ordonnée d'une 
courbe présentant un point de rupture; soit en devenant infinie 
pour certaines valeurs de la variable, comme les fonctions 

» tang — » e^ S 

z — c ic 

pour z = c. 

Un point z = c pour lequel la fonction y (^) devient infinie 
s'appelle, pour abréger, un infini de celte fonction. 

De même, un point pour lequel la fonction y* (-3) s'annule est dit 
un zéro de cette fonction. 

1107. Une fonction peut présenter des infinis de diverses 
natures, que l'on distinguera par la considération des valeurs 

correspondantes de l'inverse -rr—: de celle fonction. 

I 7^ z 

Pour les fonctions ;} lang — > par exemple, qui ont toutes 

les deux pour infini le point c, les valeurs inverses z — c et col — 
s'annulent l'une et l'autre en ce point, et, de plus, elles sont con- 



tinues dans son voisinage. La fonction e*""*^, au contraire, est 
infinie lorsque z — c tend vers zéro par une suite de valeurs posi- 
tives ; mais elle est nulle quand on fait tendre z — c vers zéro par 
des valeurs négatives; et la même chose à lieu, seulement dans 



un ordre différent, pour la valeur e *"*^ de l'inverse de la même 
fonction. Dans ce dernier cas, on voit donc que l'inverse de la 
fonction est discontinu aussi bien que la fonction elle-même. 

Nous donnerons le nom AHnJini proprement dit ou de point de 
discontinuité de première espèce [*) d'une fonction y*(z) à toute 



C) M. C. Neumann a proposé la dénomination de pèle pour désigner ces valeurs. 
Il nous a semblé que ce mot est déjà employé en Mathématiques dans trop de sens 
différents pour qu'il soit convenable de lui attribuer encore une nouvelle acception. 
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valeur c pour laquelle, à une valeur infiniment petite et d'argument 
quelconque de la différence z — c, correspond une valeur infi- 
niment grande dey*(^); et une valeur infiniment petite et continue 

de l'expression inverse^. 

Nous réservons le nom de points de discontinuité proprement 

dite ou de seconde espèce aux valeurs pour lesquelles -j- — devient 

discontinu en même temps quey(-s), c'est-à-dire pour lesquelles 
f{z) et —77- passent brusquement Tun et Tautre d'une valeur finie 

à une valeur différente, soit finie, soit infinie. 

On voit que, si une fonctiony(^) n'admet que des infinis pro- 
prement dits ou discontinuités de première espèce, tout infini de 

f(z) sera un zéro de son inverse -: — > et, vice versa, tout zéro 
àef[z) sera un infini de — : 



1108. Nous avons appelé uniforme une fonction qui n'admet, 
pour chaque valeur de la variable, qu'une seule valeur déterminée- 
Telles sont les fonctions qui résultent des oi^érd^ûons rationnelles 
de l'Algèbre : addition et soustraction, multiplication, division, 
élévation aux puissances entières. Telles sont encore les fonctions 
définies comme limites de sommes de séries absolument conver- 
gentes : par exemple, les fonctions exponentielles et circulaires. 
Tels sont enfin les résultats des diverses combinaisons d'un nombre 
fini de ces opérations entre elles. 

En particulier, û f[z) est une fonction uniforme, son inverse 
I 



/i») 



sera aussi une fonction uniforme. 



1109. Si l'une des fonctions ^(z), a un infini proprement 

dit au point c, l'autre fonction, étant continue dans le voisinage du 
même point (qui est pour elle un zéro), sera encore uniforme en 
ce point, si elle l'est pour tous les points infiniment voisins. Nous 
dirons alors que celle des deux fonctions qui devient infinie, et 
qui est uniforme dans le voisinage de son infini, est encore uniforme 
pour cet infini même. 
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Si, au contraire, la fonction /(z) a en c une discontinuité de 
seconde espèce, auquel cas il en est de même pour la fonction 

, y alors f{z) et -7./-: ne seront pas uniformes au point c, 
quoiqu'elles puissent être uniformes en tout autre point. 

mO. Si deux variables, çv et z, sont liées entre elles de telle 
manière que, pour chaque valeur de z, w prenne une valeur déter- 
minée, mais ne prenne jamais la même valeur pour deux valeurs 
de z différentes entre elles, alors z pourra être considéré comme 
une fonction uniforme de w. C'est ce qui a lieu pour les deux 
fonctions 

cz -^ a 

z étant, dans les deux cas, une fonction uniforme de w, aussi bien 
que w est une fonction uniforme de z. 

Mais généralement il n'en est point ainsi. Une fonction w» de z 
reprend la même valeur en différents points du plan, qui peuvent 
être en nombre fini ou infini. Il en résulte alors que, si Ton con- 
sidère réciproquement z comme une fonction de çv, la valeur en 
question de çv correspondra à plusieurs valeurs différentes de z, et 
que z sera, par suite, une fonction multiforme de w. 

Ainsi nous avons vu que la fonction çv = z", n étant entier, 
prend des valeurs égales en n points distribués régulièrement sur 
un même cercle. Si donc on cherche à déterminer z par la condi- 
tion que w prenne une valeur donnée çv©, on trouvera pour solutions 
n points différents. On dira alors que z =^\w est une fonction de 
w à n déterminations, ou une fonction n-forme de w* 

Si deux variables w et z sont liées entre elles par une équation 
algébrique du degré m par rapport à çv et du degré n par rapport 
à z, fv sera une fonction m-forme de z^ et z une fonction /z-forme 
de w. 

La fonction exponentielle w = e^ ne change pas lorsqu'on y 
augmente z d'un multiple quelconque de 27:1. Donc la fonction 
inverse z = logw, définie par l'équation précédente, sera une 
fonction injinitiforme de w, admettant, pour chaque valeur de h», 
toutes les valeurs de ::, en nombre infini, comprises dans la for- 
mule z H- ikitij quel que soit l'entier Â. 
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Remarquons, en général, que, si la fonction w=f[z) est 
périodique, la fonction inverse z = 9(çv) admettra une infinité 
de valeurs, différant entre elles de multiples quelconques de 
rindice de périodicité. 

§ II. 

REPRÉSENTATION d'uNE YiLRiABLE COMPLEXE SDR LA SPHÈRE 

ET SUR LE PLAN ÀHTIPODE. 

1111. Considérons une splière de diamètre égal à Tunité, tan> 
gente en l'origine O au plan des coordonnées x, j", ou plan hori- 
zontal, et située au-dessous de ce plan, par rapport à un observateur 
situé au-dessus du plan, c'est-à-dire voyant les mouvements de 
rotation directs s'effectuer dans ce plan en passant de sa droite vers 
sa gauche. Soit O' le pôle injérieur de la sphère, opposé au pôle 
supérieur O. 

Étant donné un point z =^rp du plan horizontal, si nous le joi- 
gnons au point O' par une droite CVz, qui rencontre la sphère au 
point X^ et fasse avec O'O un angle u, mesuré par la longueur de 

l'arc OJ^, on aura 

tangv =^ r, 

et le point z aussi bien que le point J[ pourront être considérés 
comme des représentations de la même expression 

Il est aisé de voir, en effet, que chacun des deux points z, ^ est 
complètement déterminé quand l'autre est donné. 

Si l'un de ces points se déplace d'une manière continue, l'autre 
se déplacera aussi d'une manière continue. A un contour tracé sur 
l'une des deux surfaces, le plan ou la sphère, correspondra un 
contour de même nature tracé sur l'autre; les deux contours 
seront à la fois ouverts ou fermés, simples ou multiples. 

Si le point z s'éloigne à l'infini, tangu croissant indéfiniment, 

u tendra vers -» et le point ^ s'approchera du pôle O', lequel cor- 

rcspondra par conséquent à la valeur z = oo . Donc, à l'aide de la 
sphère, on peut représenter par un point déterminé, non-seulement 
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chaque valeur finie de z, mais encore la valeur z = oo , à laquelle 
correspond le point unique et déterminé O'. 

D'après cela, un contour qui, sur le plan horizontal des z, aurait 
deux branches infinies, comme une parabole, sera remplacé, sur 
la sphère, par un contour fermé, passant par le pôle CK. De même, 
à une hyperbole tracée sur le pian des z correspondra sur la sphère 
un contour de forme analogue à celle d'un 8, ayant son point 
multiple en O'. 

1112. Nous avons dit tout à l'heure qu'à un déplacement infi- 
niment petit de l'un quelconque des points z, î[ correspond géné- 
ralement un déplacement infiniment petit de l'autre, de sorte 
qu'une fonction continue de l'une des variables z, ^ est aussi une 
fonction continue de l'autre. Mais il peut y avoir exception 
pour le point de l' infini O'. 

En effet, sur le plan desz, les valeurs de z de module infiniment 
grand et d'arguments différents vont en divergeant de plus en plus , 
tandis que les points correspondants de la sphère vont en conver- 
geant vers le même point O', indépendamment des valeurs des argu- 
ments. A ces valeurs divergentes de z peuvent correspondre des 
limites différentes pour la valeur d'une fonction donnée de z. Il 
peut donc se faire qu'une fonction uniforme et continue pour tous 
les points de la sphère autres que O' devienne multiforme et dis- 
continue en ce point, où se réunissent des valeurs de la fonction 
différant entre elles de quantités finies ou infinies. 

Par exemple, la fonction 

a Z' -h ff z -i- c 



qui, pour z == oo , tend vers la limite finie et déterminée -7* quel 

que soit l'argument de 2, sera encore uniforme et continue en O', 
par rapport à la variable 1^. 

Au contraire, la fonction [367] 

sinz = sinx Chj- ~h i cosjc Shjr 

ne tend pas vers une limite déterminée pour z = 00 ; car, pour 
x=: o, ou p= -} elle devient « x » ; pour j'^= o, ou p = o, elle 
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devient sinoo , quantité indéterminée et susceptible de toutes les 
valeurs comprises entre — i et -|-i. Donc en O' la fonction sinz 
n'est plus uniforme et continue comme en tous les autres points 
de la sphère. Elle a en ce point une discontinuité de seconde 
espèce [H07]. 

1113. On peut concevoir le passage de la représentation^ur le 
plan à la représentation sur la sphère comme résultant d'une défor- 
mation continue du plan, qui consisterait en ce que chaque point z 
du plan se transporterait sur la sphère sans changer d'azimut^ en 
suivant la droite (y z. Par un semblable mouvement de tous ses 
points, la droite Oz viendrait, en se raccourcissant; s'appliquer 
sur Tare de grand cercle OÇ. Dans ce mouvement, un observateur 
placé en z, debout au-dessus du plan horizontal, viendrait, en 
accompagnant le point z, se placer au point ^, sur le prolongement 
du rayon de la sphère. 

On voit aisément comment le point ^ se changerait en :: par la 
transformation inverse, qui consisterait à appliquer, en le dilatant, 
l'arc 0J[ sur sa tangente Oz, l'extrémité J[ suivant la droite 0'î[. 

1114. Si maintenant, au lieu d'appliquer O^ sur sa tangente 
en O, on applique de la même manière l'arc O'^' sur sa tangente 
en O', en faisant suivre à l'extrémité ^ la droite O?^, ce point se trans- 
portera en un point s', que l'on pourra considérer comme une 
nouvelle transformation du point z. Dans ce déplacement, l'obser- 
vateur debout en J^, sur la surface extérieure de la sphère, viendra 
se placer debout en z\ au-dessous du plan tangent à la sphère en O', 
auquel nous donnerons, pour cette raison, le nom de plan antipode 
du plan horizontal. 

Pour l'observateur ainsi transporté, .les mouvements autour de 
l'axe OO' qui, dans sa position primitive, s'effectuaient pour lui 
de droite à gauche ou dans le sens direct, s'effectueront maintenant 
de gauche à droite ou dans le sens rétrogj'ade. Si donc on con- 
tinue à considérer comme positifs les angles décrits dans le sens 
direct, il faudra prendre, dans le plan antipode, les angles décrits 
autour de l'axe des |^pôles avec un signe contraire à celui qu'on 
leur attribuait dans le plan horizontal, leur valeur numérique res- 
tant la même. 
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De plus, les distances Oz et OV ayant pour valeurs tangu et 
cotv, leur produit est égal à Tunité. 

Donc, si l'on rapporte le point ^ à l'origine O' et à un axe O'j/, 
qui soit la projection de Ox sur le plan antipode, et si on le repré- 
sente, en conséquence, par 

on devra prendre 



d'où il résulte 



z'=i 



Donc, en adoptant les conventions précédentes, la nouvelle 
variable t! sera une fonction monogène de l'ancienne variable z, et 
par suite [1103] toute fonction monogène de z sera aussi une fonc- 
tion monogène de z', et réciproquement. 

On voit, de plus, qu'à une valeur infinie de l'une des deux 
variables z, £ correspond une valeur nulle de l'autre, et vice versa. 
On peut donc, à l'aide de cette transformation, remplacer l'étude 
d'une fonction pour des valeurs infiniment grandes de la variable 
par l'étude de la même fonction dans le voisinage de la valeur zéro 
de la variable réciproque. Ainsi l'ensemble de ces deux plans des 
z et des z' équivaut à la sphère comme moyen de représentation, 

dans un espace fini, de toutes les valeurs, tant finies qu'infinies, 
de la variables. 

§ m. 

INTÉGRALES DES FONCTIONS D.'uNE VARIABLE COMPLEXE, 
PRISES LE LONG d'uN CONTOUR DONNÉ. 

1115. Nous appellerons aire une portion de plan limitée de toutes 
parts, et contour de l'aire la ligne ou l'ensemble de lignes qui 
limitent cette aire. 

Une aire sera dite simplement connexe lorsque son contour 
sera formé d'un seul trait continu, de manière qu'on puisse par- 
courir entièrement ce contour sans pénétrer dans l'aire. Telles sont 
les aires du triangle, du cercle, etc. 

H. — Cours de Calcul in fin,, III. 1 7 
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Une aire sera dite doublement, triplement, . . . connexe sî son 
contour se compose de deu:c, de trois, . . . parties fermées qui ne 
se renconlrent pas, et telles qu'on ne puisse passer de L'une à l'autre 
sans pénétrer dans l'intérieur del'aire. L'espace compris entre deux 
cercles concentriques est une aire doublement connexe. 

1116. Une même ligne servant de limite à la fois aux deux por- 
tions de plan qu'elle sépare, il importe de distinguer, par une con- 
vention relative au sens dans lequel on suppose cette ligne par- 
courue, celle des deux portions du plan que l'on considère comme 
étant le champ de variation de la quantité z. 

Imaginons un observateur debout sur ta partie supérieure du 
plan, et faisant le tour de l'aire considérée, de manière à avoir con- 
stamment cette aire à sa gauche. Le sens dans lequel devra marcher 
cet observateur s'appellera le sens direct ou la direction positive 
du contour de cette aire. Le sens opposé s'appellera le sens rétro- 
grade ou la direction négative du contour. 

Si l'on considère tour à tour comme atre les deux portions de 
plan limitées par la même ligne, le sens qui sera direct par rapport 
ù l'une sera rétrograde par rapport à l'autre. Il sufQra d'indiquer 
le sens que l'on considère comme direct, pour que l'on sache par 
cela même de laquelle des deux portions du plan il doit être ques- 
tion. 

Ainsi, dans la^^. 85, les flèches qui indiquent le sens direct 

Fin. B^- 



pour chacun des deux contours montrent que l'aire que l'on veut 
considérer est la portion ombrée, comprise entre les deux courbes. 

1117. Une droite indéfinie dans les deux sens, menée à travers 
une aire, rencontre nécessairement le contour de l'aire un nombre 
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pair de fois, autant de fois pour entrer dans l'aire que pour en 
sortir. 

Supposons (l'abord cette droite parallèle à l'axe des x, et par- 
courue dans le sens des x croissants. Si l'on représente par x, , 
Xi, . . . , x^„ les abscisses des points de rencontre consécutifs de 
cette droite avec le contour, les abcisses d'indices impairs corres- 
pondront à des points d'entrée, les abscisses d'indices pairs k des 
points de sortie. 

Si un point s'avance sur le contour de l'aire représentée par la 
partie ombrée de ta Jig. 86, de manière que sa projection sur 

Fiff. 86. 



l'axe des j- marche dans le sens des y croissants ; si ce point 
passe du dessous au dessus de la parallèle aux x, ce point marcbera 
dans le sens rétrograde à cbaque entrée de celte parallèle, et 
dans le sens direct à chaque sortie. Cela revient à dire que, si ud 
point parcourt le contour constamment dans le sens direct, l'é- 
lément qu'il décrit en passant par un point de sortie fait un angle 
fiigu avec la partie positive de l'axe des ^j^; l'élément qu'il décril 
en passant par un point d'entrée fait un angle obtus avec cette 
même partie positive. 

D'après cela, si l'on désigne par dy^ la variation de l'ordonnée y 
du point mobile sur le contour lorsqu'il rencontre la parallèle aux 
X à l'extrémité de l'abscisse Xjs, dy/s sera positif ou négatif suivant 
que x/i correspondra à un point de sortie ou à un point d'entrée, 
c'est-à-dire suivant que l'indice A sera pair ou impair. Si l'on 
désigne donc par dy la distance absolue de deux parallèles à l'axe 
des X infiniment voisines, on aura, en général, 
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1118. Soit maintenant V = V(a:,j^) une fonction, réelle ou 
complexe, des deux variables réelles x^y^ qui soit continue (et 
par suite finie) dans toute Tétendue d^une aire donnée ^, y compris 
le contour de cette aire. Supposons, de plus, que la fonction V 
soit uniforme dans toute cette étendue, c'est-à-dire qu'elle ne soit 
susceptible que d'une seule valeur pour un système quelconque de 
valeurs de x et dej^, correspondant à un point quelconque de 
Taire ou de son contour. Il pourra se faire quelquefois que la 

dérivée ^ ne soit pas toujours finie et continue ; mais il nous 

suffit ici que la fonction V elle-même le soit [4S8]. 
Considérons l'intégrale double 



fi 



Ôx 



relative à tous les éléments dxdy de l'aire 3. Pour l'évaluer, nous 
couperons d'abord l'aire par des parallèles à l'axe des a: infiniment 
rapprochées, et nous évaluerons la valeur de l'intégrale correspon- 
dante à la tranche infiniment mince comprise entre deux parallèles 
consécutives. Cette valeur se composera d'autant de parties qu'il 
y a de couples de points d'entrée et de sortie. On prendra l'inté- 
grale indéfinie 

''^ J ji ^ ='' ''^■^ 

on ajoutera les valeurs de cette quantité correspondantes aux 
points de sortie, et l'on retranchera les valeurs correspondantes 
aux points d'entrée. Si l'on désigne donc par V^ la valeur de V qui 
répond à l'abscîsse Xk, on devra ajouter les valeurs Ykdj qui 
répondent à h pair, et retrancher celles qui répondent à k impair, 
ce qui donne, pour l'intégrale prise dans l'étendue de la tranche. 

Or, d'après ce que nous avons vu dans le numéro précédent, si 
djk est la variation de l'ordonnée y d'un mobile parcourant le 
contour dans le sens direct, obtenue lorsque ce mobile traverse la 
tranche considérée au point [xkyj), on a djrk^= ( — 1)*^« Donc 
la valeur de l'intégrale relative à la tranche peut s'exprimer par 
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Pour avoir maintenant l'intégrale double relative à Taire totale 3, 
il faudra faire la somme de toutes les expressions analogues à la 
précédente, en faisant varier y entre ses limites extrêmes. On 
obtiendra ainsi la somme des produits des valeurs de Y relatives à 
tous les points du contour, multipliées respectivement par les 
variations correspondantes de l'ordonnée y d'un point mobile 
parcourant le contour dans le sens direct, lorsque ce point passe 
d'un point au point infiniment voisin. 

Une telle somme s'appelle l'intégrale de l'expression Vrfj^, prise 
le long du contour de l'aire j3l, et nous la désignerons par la 
notation 



/. 



On aura soin de se rappeler que la lettre 3, mise au bas d'un 
signe de double intégration, indiquera toujours que l'intégrale se 
rapporte à tous les éléments superficiels de l'intérieur de l'aire, 
tandis que la même lettre, mise au bas d'un signe d'intégration 
simple, indiquera toujours que l'intégrale est prise le long du con- 
tour de l'aire. 

D'après cela, l'intégrale double proposée se trouvera ramenée à 
une intégrale simple, prise le long du contour de l'aire, et l'on 
aura la formule 

1119. Si l'on traite de même l'intégrale double 

du 



IL 



U étant encore une fonction de a: et de j^ uniforme et continue 
dans toute l'étendue de Faire 51, on parviendra à la formule 

le signe — provenant ici de ce que, dans une tranche parallèle à 
l'axe des y^ les dxk relatifs aux points d'entrée doivent être pris 
positivement, et les dxx relatifs aux points de sortie négativement. 



202 LIVRE VI. — CHAP. I, § III. 

1120. En retranchant Tune de Tautre les équations (i) et (2), 
on obtient l'équation 

d'où Ton conclut ce théorème : 

Si V et Y sont deux Jonctions des ^variables réelles x, j', 
uniformes et continues dans toute l'étendue de l'aire 2i, la valeur 
de l'intégrale double 

étendue à tous les éléments superficiels dxdy de cette aire, est 
égale à la valeur de l'intégrale simple 



(5) • f{ 



lidx-\-\dx]. 



prise en donnant à x et à y successii^ement tous les systèmes de 
valeurs qui correspondent aux dii^ers points du contour total de 
l'aire, lorsqu'on parcourt ce contour dans le sens direct. 

1121. Si l'expression Xidx + Ydy est une différentielle exacte 

' [773], la différence -r — sera identiquement nulle pour toutes 

les valeurs de x et de^. Donc l'intégrale (4) s'annulera, et, comme 
l'égalité (3) ne cessera pas d'avoir lieu, l'intégrale (5) sera pareil- 
lement nulle. Donc : 

Toutes les fois que, U e£ V étant deux fonctions uniformes et 
continues des variables réelles Xj y, dans toute l'étendue de 
l'aire 3, l'expression \Jdx -f- Ydy sera une différentielle exacte, 
c'est'àrdire toutes les fois qu'on aura 

l intégrale 1 ( U dx + Ydy ) , prise le long du contour de l'aire 3i , 
sera nulle. 
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Ce qui a lieu pour Taire totale 3i est également vrai pour toute 
partie de cette aire. Donc Tintégrale (5) est encore nulle, lorsqu'on 
la prend tout le long d'une courbe fermée quelconque tracée à 
l'intérieur de l'aire -31. 

Remarquons que, dans le cas d'une aire à connexion multiple, 
comme celle que représente l^Jig» 86, on ne doit pas considérer 
comme un contour fermé tracé à l'intérieur de l'aire une courbe 
qui renfermerait dans son intérieur une enclave n'appartenant 
pas à l'aire. Par exemple, le théorème précédent ne s'appliquerait 
pas au cas où, l'aire 2i étant comprise entre deux cercles concen- 
triques, la courbe fermée serait un troisième cercle de même 
centre, tracé entre les deux premiers. Cela tient à ce que ce 
troisième cercle ne forme qu'une partie du contour total de la 
portion de l'aire 3i comprise dans son intérieur. 

1122. Il est aisé de voir que, si l'on prend une même intégrale 
quelconque, telle que f(\]dx -H 'Sfdj), le long d'une même ligne, 
fermée ou non, en parcourant tour à tour cette ligne dans les deux 
sens opposés, les deux valeurs obtenues pour l'intégrale se com- 
poseront d'éléments égaux respectivement et de signes contraires. 
Donc les deux valeurs de l'intégrale seront égales et de signes 
contraires. 

1123. Cela posé, désignons, pour un instant, par y*(ADB) 




(fig' 87 ) la valeur d'une certaine intégrale prise le long de l'arc ADB, 

cet arc étant parcouru dans le sens indiqué par l'ordre des lettres. 

On aura 

/(ADB)=-/(BDA). 
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On a d'ailleurs évidemment 

/(ACBDA)=/(ACB) + /(BDA); 

on peut donc écrire aussi 

/(ACBDA) =/(ACB) --/(ADB). 

Si maintenant l'intégrale y( ACBDA), étendue au contour fermé 
tout entier, est nulle, on en conclura 

/(ACB) = /(ADB). 

Donc, si l'intégrale considérée est nulle quand on la prend tout le 
long du contour de l'aire 3 ou d'une courbe fermée quelconque 
tracée à l'intérieur de cette aire, la valeur de cette intégrale, prise 
le long d'une courbe tracée entre les points A et B, et située tout 
entière à l'intérieur de l'aire, restera la même, quelle que soit 
cette courbe, et ne dépendra que de la position des points extrêmes 
A etB. 

C'est ce qui aura lieu en particulier lorsque cette intégrale sera 
de la forme considérée plus haut/(Urfj:-f- Vrfj^), U et V étant 
des fonctions uniformes et continues de x et dej^, et Urfa:-f- \dy 
étant une diSérentielle exacte. 

1124. Soit maintenant w z=z u^ii^ une fonction synectique de 
la variable z =.x -h ijy et supposons que cette fonction soit con- 
tinue dans l'intérieur de l'aire 31. On aura [1098] 

du dv du dv 

d.r ôjr dj' dx 

Donc chacune des expressions 

vdx -\^ udj^ udx — vdy 

est une différentielle exacte. Donc, en vertu du théorème du 
n^ 1121, chacune des intégrales 

J^vdx-^- udx\ I [udx — i^dj-) 
3i •/a 
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est nulle, et il en est de même de la somme 

J( udx — vdy) -{- i I f r rfx -I- 1/ ^jr ) = / {u -^ iv) [dx-\- idj-) 



-L 



wdz. 



Par conséquent, si w est une fonction sjnectique de la variable 
complexe z qui soit continue dans toute l'étendue de l'aire 3, 

l'intégrale l wdzy prise le long du contour de cette aire [ou, 

plus généralement, le long d'une cour be/ermée quelconque tracée 
dans cette aire), est nulle. 

1125. On en conclut encore que l'intégrale I wdz, prise le 

long d'un chemin quelconque tracé à l'intérieur de l'aire entre les 
points Zq et Z, est indépendante de la forme du chemin parcouru, 
et qu'elle ne dépend que de la nature de la fonction çv et des seules 
limites Zo et Z. 

On peut voir, de plus, que cette intégrale est une fonction 
synectique de ces limites. Supposons, en effet, que l'on fasse varier 
une des limites Z de la quantité infiniment petite Z| — Z = rfZ. 
L'intégrale croîtra de la quantité 

wdz = j ( w -h «V) [dx -h idjr'j^ 

Z Jz 

OU, en posant Z = X -h i Y, Z| = X| -+- 1 Y| , 

f'\dz=:J '[u{.r,Y) + ii>{a:,Y]]dx-i.ij [u{X„x)-hip{Xi.x]]dx 

= (X.-X)[«(Ç,Y)-i-.V{Ç,Y)] 

+ i(Y, - Y) [u (X„ «) + tp(X„ r,]], 

^ désignai! t une valeur moyenne en tre X et Xi , t) une valeur moyenne 
entre Y et Y, . Cette quantité différera infiniment peu de 

(X, -X) [«{X,Y) +iV(X,Y)] + j(Y, - Y) [«(X.Y) + io{X,Y)] 
= [(X, - X) -1- /(Y, - Y)] [«(X, Y) -H /.«(X, Y)] = (Z, - Z)«v(Z). 
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I r^» 

Donc, lorsque Zj converge vers Z, le rapport -• I wdz 

convergera vers la limite w(Z), indépendante de Z| — Z. Donc 

^intégrale i wdz a une dérivée par rapport à sa limite supé- 

rieure Z, et cette dérivée est la valeur de la fonction qui multiplie dz 
sous le signe f, dans I^iquelle on aura remplacé z par cette limite 
supérieure. 

Cette intégrale, satisfaisant à la condition de monogénéité^^eut 
donc être considérée comme une fonction synectique de sa limite 
supérieure, comme dans le cas d'une variable réelle. Il en sera 
évidemment de même pour la limite inférieure, de sorte qu'on 
aura, comme au n° 470, 

Dz / wdz=:w[Z), Dz, / wdz = — «'(«o)« 

1126. D'après cela, les intégrales définies des fonctions d'une 
variable complexe uniformes et continues dans l'étendue d'une 
aire 3 jouissent de propriétés analogues à celles des intégrales 
déGnies des fonctions d'une variable réelle, établies dans le §rVdu 
Chapitre II du Livre I. 

Ainsi, ^ étant un point quelconque de l'aire ^, on aura [243] 

Jr»z /»ç /»z 

d'où l'on déduira les mêmes conséquences qu'aux n^' 245 et 246. 

On peut donc remplacer une intégrale / wdzj dont les deux 
limites sont variables, par la différence 

7. 



wdz — 1 wdz 

c Je 



de deux intégrales, dont chacune a une seule limite variable. 
On a de plus [1122] 

J^z /»«, 

wdz=i — I wdz, 
«, Jz 
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Enfin, toutes les fonctions dont la dérivée est w = w(^) dans 
l'intérieur de l'aire 3 sont comprises dans la formule 



l 



z 
wdz -t- C, 



C étant une constante indépendante du chemin parcouru pour 
aller de z^ en z. Si l'on désigne par F(z) une quelconque de ces 
fonctions, telles que F^(z) = tv, on aura, en éliminant C, 

Si la fonction w est uniforme et continue dans toute l'étendue 
du plan, comme le sont les fonctions 

c% COS2, sinz, z'" (m entier et positif), 

on pourra supposer l'aire^ aussi grande que l'on voudra, et prendre 
pour Zq et Z deux points quelconques du plan. Pour de telles fonc- 
tions, le passage de l'intégrale définie | wdz à l'intégrale indé- 

finie, et vice versa, se fera absolument comme dans le cas d'une 
variable réelle. 

1127. Considérons une intégrale quelconque y*(Urfa: + Vrf/), 
prise successivement le long des contours de deux aires ^ elfà 
{fie' ^^)' ^^^ contours, qui ont une partie commune, ne passant 




par aucun point de discontinuité des fonctions uniformes U, V. 
Les intégrales prises le long de chacun de ces contours auront des 
valeurs finies et déterminées, quelles que soient les discontinuités 
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que les fonctions U, V peuvent présenter dans Fintérieur des deux 
aires. 

Or on a, dans tous les cas^ 

f [Vdx ~h ydr] =:f[AEB] -h/(BCA), 

•/a 

f [Vdx + V^^) =/(ADB) -h/(BEA); 
Jq 

comme on a d'ailleurs [1122] 

/(AEB)-h/(BEA)=o, 



on en conclut 



r+ r=/(BCA)-h/(ADB) 



Mais la somme BCA + ADB forme le contour total de l'aire 
ADBCA = J2H- H. Donc, en désignant par i l'intégrale prise 

le long du contour de Taire totale Z-hê^ on a, en général, 

/+/=/ • 

^a Je J3i-hB 

Si Ton suppose maintenant que Vdx-hydj- soit une différen- 
tielle exacte, et que les fonctions uniformes U, V soient continues 

dans toute l'étendue de l'aire 3, on aura alors / = o, et par con- 
séquent 

^3h-j6 Jb 

Donc, l'intégrale prise le long du contour d'une aire quel" 
conque B ne change pas, lorsqu'on ajoute à l'aire B une autre 
aire -3, dans laquelle les fonctions U etY sont partout uniformes 
et continues. 
Il en résulte que l'on peut aussi, sans changer la valeur de Vin-- 

tégrale j (Udo: H- Y dy)^ retrancher de l'aire B toute portion de 

Jb 

cette aire à l'intérieur de laquelle les Jonctions IJ et Y restent 
uniformes et continues. 



INTÉGRALES PRISES AUTOUR D'uN POINT. 269 ^ 



§iv. 

DES INTÉGRALES PRISES AUTOUR d'uN POINT (rÉSIDUs). 
REPRÉSENTATION D^UNB FONCTION SYNECTIQUE SOUS LA FORME 

D*UN RÉSIDU. 

1128. Soit w=J'{z) une fonction de la variable complexe z; 
supposons qu'elle reste uniforme dans toute l'étendue de Taire ^, 
mais qu'elle présente, à l'intérieur de cette aire, des solutions de 
continuité en des points c^, C2, . . ., en nombre fini, et isolés les 
uns des autres. Entourons chacun de ces points d'un contour fermé, 
aussi petit que l'on voudra, et désignons par 



X 



wdz 



l'intégrale de wdz prise le long du contour infiniment petit qui 
entoure le point c. 

Si l'on considère la portion de l'aire 2i qui resterait après la 
suppression des aires infinitésimales qui entourent les points de 
discontinuité, la fonction iv sera uniforme et continue en chaque 
point de cette portion. On pourra donc, d'après le théorème du 
numéro précédent, supprimer cette portion d'aire sans changer la 

valeur de l'intégrale 1 %vdz. Donc cette intégrale est égale à la 

somme des intégrales prises le long des contours infinitésimaux 
tracés autour des points de discontinuité que renferme l'aire ^H, 
c'est-à-dire que l'on aura 



(1) I wdzz=: I (vdz-\- I 



wdz 



Donc, pour évaluer une intégrale prise le long du contour d'une 
aire quelconque, il suffît de savoir évaluer une intégrale prise le 
long d'un contour infinitésimal tracé autour d'un point de discon- 
tinuité. 

i 129. Soit cun point de discontinuité de la fonction w, et voyons 
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comment on peut calculer la valeur de Tintégrale / wdz, prise 

autour de ce point. 

Cette intégrale étant, d'après ce que nous avons dit, indépendante 
de la forme du contour infinitésimal qui renferme le point de dis- 
continuité c, on peut supposer que ce contour soit un cercle de 
centre c et de rayon infiniment petit p. Posons alors 

Lorsqu'on fera faire au point z le tour de ce cercle, o variera seul, 
et croîtra de 27r, si, comme dans le cas actuel, z fait une seule 
fois le tour de c. On aura donc 

et par suite 



i iK> dzz=Li j w[z — c)df, 
». c J o 



H30. Supposons d'abord que, lorsque z — c tend vers zéro, le 
produit 

w[z--c)z^f[z)[z — c) 

converge vers une limite finie F (pouvant être nulle), c'est-à-dire 

que la quantité 

F=:Iim[s/(c + i)] 

J^air 
i*'[z — c)do 


est de la forme 

(X-i-/Y)^^ 



X 



X et Y étant des quantités réelles, dépendantes de la position du 
point z sur la circonférence, et par conséquent fonctions de la 
variable cp et du paramètre infiniment petit p. On a donc [247], en 
désignant par ^(X),^ (Y) des valeurs moyennes de X et de Y, 

Xr/y=:27rJfl(X), / Y^y = ^7riH(Y). 

t/ o 
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Par conséquent, 



X 



iv{z — c)^y = 27r[iïl(X) 4-/iïl(Y)]. 



Or le second membre a évidemment pour limite ait F lorsqu'on 
y fait converger p vers zéro ou z vers c. Donc 

Je z=c 

La quantité 
(3) . F=A f 



wdz 
c 



est ce que Cauchy appelle le résidu de la fonction w relatif au 
point c. 

1131. Dans le cas où limw(2 — c) est infinie, nous conlinue- 

rons à prendre l'équation (3) pour définition du résidu. Mais alors 
F n'aura plus la même expression que dans le cas précédent, et 
nous apprendrons plus tard à en déterminer la valeur. 

On peut cependant obtenir immédiatement le résidu lorsque la 
fonction w est développable en une série convergente, finie ou in- 
finie, ordonnée suivant les puissances négatives et positives de la 
difi*érence z — c. Supposons, en effet, que le développement soit 
de la forme 

«' = ...-»- , r- +. . .H hûTo-i-. . .4- ^„[3— c)"-4-. . ., 

\z — cy^ z — c ^ ' 

OU, en posant encore z — c= pe'?, 
fv z= . . . -f- -=^ <*-""> -H ... H e-'> -h ^0 4- . . . + a„û'»e'»'î 4- 

En multipliant les deux membres par dz^ipe^'^df, et intégrant 
entre les limites cp=oety=27r, on aura, pour toute valeur en- 
tière de V autre que — i , 

a^p^e^'f, /><?'? df =: /V?v p*"*"^ / e'^"^^ ^^d(f = o, 
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tandis que, pour v =i — i , 



o P */o 

On verrait d'ailleurs, comme au n^ 72, que, si R est le reste de la 

Kdz est infiniment petite en même temps 

que R. Donc * wdz se réduit à 27ria_i, et, par suite, le résidu de la 
fonction relatif au point c sera 

Donc, lorsqu'une fonction w, discontinue au point c, est déve- 
loppable en une série convergente, ordonnée suivant les puissances 
entières de z — c et renfermant des puissances négatives de z — c 
(sans quoi elle ne donnerait pas une valeur infinie pour z = c), le 
résidu de la fonction w relatif au point c sera égal au coefficient 
de la puissance — i de .s — c dans le développement de çv. 

C'est ce dernier énoncé que Cauchy avait pris pour définition 
du résidu d'une fonction relatif au point c. 

1132. Toutes les fois que la fonction w a une valeur finie au 
point c, alors l'intégrale prise autour du point c est nulle, puisque 
le contour peut être pris assez petit pour ne renfermer aucun infini 
de la fonction. Donc le résidu relatif à tout point qui n'est pas un 
iofini est nul. 

D'après la formule (i), l'intégrale prise le long du contour de 
l'aire totale Z est égale à HTii multiplié par la somme des résidus 
de la fonction relatifs à tous les infinis contenus dans l'aire. D'après 
la remarque que nous venons de faire, on peut, sans altérer cette 
somme, y joindre la somme des résidus, tous égaux à zéro, relatifs 
à tous les autres points de l'aire, et alors l'intégrale 



•2 7r/J^ 



wclz 

;2i 



représentera la somme des résidus relatifs à tous les points de 
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l'aîre. Cauchy Ta nommée, pour cette raison, le résidu intégral 
de l'aire Z. 

1133. Soit maintenanty(^) une fonction uniforme et continue 
dans toute Fétendue de l'aire 3, et soit c un point quelconque de 
l'intérieur de cette aire. La fonction 

^ ' z — c 

sera continue dans toute l'étendue de l'aire 21, excepté au point 
z = c. Donc l'intégrale / F[z)dzy prise tout le long du contour 

de 3, se réduira à l'intégrale de la même fonction prise autour du 
point c. Or on a [1130] 

JF{z]dz = 'MviAiïn{z — c]F[z], 
c ^ = c 

D'autre part, 

lim {z - c) F{z) = lim/(z) =/{c). 



z=c »=c 



On aura donc la formule fondamentale 






ou, en substituant [1132] le contour de l'aire 2i au contour infini- 
tésimal tracé autour de c. 



uni J^z — c 



On conclut de là ce théorème : 

Si f[z) est une Jonction uniforme et continue dans toute 
l'étendue de l'aire 2i^et z un point quelconque de l'intérieur de 
l'aire, la valeur de f[z) en ce point est égale à la valeur du 

résidu de la fonction ~-^ — relative au point z, c'est-à-dire que 

Ç z 

l'on a 

H. — Cours de Cale, infin,, III. l8 
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1134. La fonction ^-- - est continue sur tout le contour de 3, 

non-seulement par rapport à la variable ^, mais encore par rapport 
à la variable Zy c'est-à-dire qu'elle varie d'une manière continue à 
l'intérieur de l'aire 3. On peut donc la différentier par rapport à z, 
ce qui donne 



K-z 
dz ~ 

I K-z 




I . a di* 


(?-*)'' 


f{':\ 

1 !:-3 


• > 



i ,1, . .n dz'*^ ( ^ — 3 ) 



/t-Hl 



On voit que toutes ces dérivées sont également continues tout 
le long du contour de 3. 

1135. Cela posé, soit (j>(^, z) une fonction des variables ^ et z^ 
continue par rapport à chacune d'elles toutes les fois que le point ^ 
reste sur le contour de l'aire ^ et le point z à l'intérieur de cette 
même aire. L'intégrale 



4» 






sera une fonction de z. Si l'on change z en z + dz^ on aura 



^[z^dz]— ( f{%,z-^dz)d};, 



d'où 

^ [Z'hdz ) -'*{z] _ r y(^,3 + rfg] — y(i:. z) ^^ 
dz J'^ dz 



Si l'on suppose maintenant dz infiniment petit, il viendra, à la 

limite, 

^|zi _ r d f{K. z) 

dz ~"J^ ôz 
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On voit donc que la règle de la difTérentiation sous le signe J [470] 
s'applique aussi aux intégrales prises le long d'un contour fermé, 
pourvu que la fonction ç(t[, z) et sa dérivée D^ y(^, z) par rapport 
au paramètre z restent Tune et l'autre finies lorsque ^ parcourt le 
contour. 

Si la fonction cp(f, z) et sa dérivée D^ç(^, z), considérées 
comme fonctions de *(, n'ont pas d'autre infini que le point z dans 
l'intérieur de l'aire ;3I, on pourra substituer à leurs intégrales prises 
le long du contour de ^ leurs intégrales prises autour du point z 
[H28], et la formule précédente deviendra 

ce qui est la formule pour la difTérentiation des résidus. 

En appliquant cette formule à la fonction y t on tirera de 

la formule (4)» en vertu des égalités du numéro précédent, les 
relations 






(5) { 1.2 2Jr/J(?-3) 



I.2.. .« 27r/J (!;_a)"+»' 

S 

toutes les intégrales étant prises soit autour du point z^ soit le 
long du contour d'une aire quelconque ^ entourant le point z et 
ne renfermant aucun point de discontinuité de la fonctiony(z). 

il 36. Ces relations conduisent immédiatement à une consé- 
quence importante. Les fonctions sous le signe y*, dans les seconds 
membres des formules (5), étant toutes finies et continues toutes 
les fois que z désigne un point situé à l'intérieur de l'aire ^, les 
intégrales auront toutes des valeurs finies. Donc toutes les déri- 
vées àe f[z) sont des quantités finies dans l'intérieur de l'aire ^. 

Il s'ensuit également de là que ces dérivées sont aussi conti- 
nues, car, si y^""^'^(^) est une quantité finie, s désignant un infi- 

i8. 
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niment petit, raccroissement 

/(«)(3 -h dz) -f^"^{z] = [/(«■*-^)(3) ■+• e]dz 

sera infiniment petit en même temps que dz, d'où l'on conclut la 
continuité de la fonction y ^"^(x). Il en sera de même, par consé- 
quent, de toutes les dérivées précédentes. 

Donc , 54 une fonction est uniforme et continue dans toute 
l'étendue de l'aire 3i^ toutes les dérit/ées de cette Jonction seront 
aussi des Jonctions uniformes et continues dans toute l'étendue 
de la même aire, 

H37. Supposons qu'une fonctiony"(2) soit toujours uniforme, 
(inie et continue dans toute l'étendue du plan. Prenons pour aire 
un cercle de rayon R, et soit 

Ç = Re'?, d'où de z= iÇr/y. 
On aura alors 

271/ J-j r — Z 27r I ^___ Z 

t/o J^ 

Or, pour R infiniment grand, y ((^) restant, par hypothèse, toujours 
finie, l'intégrale précédente sera finie et différera infiniment peu 
de 

quantité finie et indépendante de z. Donc f[z) est aussi indépen- 
dante de z et se réduit à une constante. 

Donc toute fonction uniforme de z qui ne se réduit pas à une 
constante doit dei^enir infinie pour quelque valeur finie ou infinie 

de z, 

H38. Si la fonction y(z) ne se réduit pas à une constante, il 

en sera de même de —. — j et cette dernière fonction devra pré- 

senter aussi un ou plusieurs infinis. Donc la fonction y(x:) devra 
présenter un ou plusieurs zéros. 

Une seule des deux fonctions y( 2), ^r— : pouvant devenir infinie 
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pour z = 00 , l'autre devra avoir un infini pour quelque valeur 
finie de ^; de même pour les zéros. Donc toute fonction uniforme 
a au moins soit un zéro, soit un infini, situé à une distance finie 
de l'origine. 

En particulier, une fonction entière f{z), ne devenant infinie 
que pour z = oo , devra s'annuler une fois au moins pour une 
valeur finie de z, ce qui nous donne une autre démonstration du 
théorème fondamental de la théorie des équations algébriques [87]. 

La fonctiony(z) — k devant avoir au moins un zéro, on voit 
qu'une fonction uniforme f[z) reçoit, dans l'étendue du plan, 
toutes les ^valeurs possibles, y compris zéro et l'infini. 

1139. Nous n'avons considéré jusqu'à présent que les valeurs 
dey(z) correspondantes aux valeurs finies de z. Pour étudier la 
valeur correspondante à z = oo , nous aurons recours à la transfor- 
mation par rayons réciproques du n^ 1114, en posant 

Soit ;H une aire qui comprenne tous les infinis de la fonction 
f{z) correspondants à des valeurs finies de z. Le contour de 3 
sera représenté sur le plan des z' par un nouveau contour entou- 
rant une aire 3', en dehors de laquelle se trouveront tous les 
points z' qui correspondent aux points z situés à l'intérieur de ;2l; 
l'aire 2! ne contiendra donc dans son intérieur aucun infini de la 

fonction y (z) ou^f— j» à l'exception de celui qui répondra à 

z = 00 ou à z'== o. 

Le résidu intégral de l'aire 2! se réduira, par conséquent, au 

résidu relatif au point z'= o, le seul infini de la fonctionyf — j 
ou/(z) qui soit contenu dans 2!, On aura donc 

Or, quand on parcourt le contour de 2! dans le sens direct relati- 
vement à l'aire intérieure à ce contour, l'intégrale se compose 
d'éléments respectivement égaux aux éléments de l'intégrale 
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— -. / f[z)dzy prise en laissant V extérieur Ae ce contour à sa 

gauche, et, par suite, ces éléments sont égaux et de signe contraire 
de l'intégrale — : / f(z)dz, prise dans le sens direct par 



a ceux 

^2i 



rapport à Y intérieur de Faire ;2l. On aura donc, en vertu de l'égalité 
précédente, 

Donc le résidu intégral relatif à tous les infinis def{z) autres 
que z = co est égal à plus le résidu de la fonction Tifi -) relatif 



à z'= o. 



Il s'ensuit de là que, si 



^i/(i)=.^/(j) =./(.) 



a une limite nulle ou finie F pour z'= o ou pour z = oo [il 30], 
on aura, pour le résidu intégral dej^^z) relatif à l'aire 3, 






riz = F. 



Exemple. — Soit une fonction rationnelle î;^— p f{z) et F(^) 
étant deux polynômes, l'un du degré m, l'autre du degré /z, savoir 

f(z) =<7o-l- ^i^ -f-. . .-4- ^r^fZ"*, 
¥{z] = bo-^b^z 4-.. .+ bnz\ 

On tire de là 









bn-^ ^«-1«' + - • • 



La fraction du second membre pourra, par simple division, se 
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mettre sous la forme 7^ -h «i^'-h «2^'^ H-« • •> d'où, en posant 
n — m — 2= — fij 






,... . ». 



= _^ z'-'/- -f- a,z'-i*+' -4- ... 4- aj,_i V-* -h Wj 



En intégrant les deux membres le long du contour de 3', comme 
au n** 1131, on a, le résidu de tù^ étant nul, 



2 






Donc, pour w — /2-|-2 = iui^i, ou7i<^m-|-i,on a 






dz =r «u-j^ 



OU, d'après ce que nous verrons plus loin [1158], 






li 



Pour jîx = i, ou /2 = m-f-i, 



1. rM^,=-'.. 



Enfin, pour /ui <[ 1 ou w> m -h 2, le résidu intégral est nul. 
On aurait obtenu immédiatement ces deux derniers résultats 

en cherchant la limite, pour z = 00 , de l'expression z-~-^» 
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§v. 

THÉORÈMES DE CÀVCHY ET DE LÀUREHT. 

1140. Soitc un point de Faire 3. De Tidentité 



I z — c {z — fl"-* [z — c)" 



on tire, en multipliant les deux membres par — : f[X^)dT et inté- 



grant tout le long du contour de ^, 



2 7r« 



en posant, pour abréger, 

«0 = : I -Z 



— > 
c 



OÙ les intégrales sont prises soit autour du point c, soit le long du 
contour de l'aire 3i, et 

Des équations (4) et (5) des n^' 1133 et 1135, il résulte que 
Ton a 



a 







=/l^Jf ^ï = — : — » •••» ^«-i=7"I TI — 



I . 2 . . . ( /l — I ) 
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Donc 

(3) /(z)=/(c)+ 4J [z-c] +...4- / \ (3 _.)«-« + ft„. 

I I . 2. . . I // I J 

formule qui contient le théorème de Cauchy, lequel est une géné- 
ralisation du théorème de Taylor. 

Si le terme complémentaire ^n est infiniment petit pour n infi- 
niment grand, la formule (3) donnera le développement de la fonc- 
\\onf[z) en une série convergente ordonnée suivant les puissances 
entières et positives de la difl^érence z — c. Cette série coïncide 
avec la série de Taylor dans le cas particulier où 2 et c sont réels. 

1141. Supposons que Taire 3, à l'intérieur de laquelle la fonc- 
tion f{z) reste finie et continue, soit un cercle de centre c et de 
rayon R, et posons 

d'où z =zido. On aura alors 

y Ç C ^ 

où il faudra remplacer X^ par c + Re'?. En faisant, de plus, 



on aura 






Dans cette intégrale, la quantité sous le signe y* est finie en tout 
point du contour, puisque le point z est intérieur à l'aire. Donc 
l'intégrale a toujours une valeur finie. D'autre part, le facteur 

[ — ] 9 en dehors du signe f, est infiniment petit pour n infiniment 

grand. On en conclut ce théorème : 

Pour qu'une fonction f[z) soit développable suivant les puis^ 
sances entières et positives de la différence z — c, il suffit que le 
point z soit intérieur à un cercle décrit du point c comme centre. 
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ayec un rayon tel que la fonction f[z) soit uniforme et continue 
en tout point intérieur à ce cercle. 

En d'autres termes, il suffit que le module de z — c soit moindre 
que la distance du point c au point le plus voisin de c pour lequel 
la fonction cesse d'être uniforme et continue. 

Le cercle décrit du centre c et passant par le point de disconti- 
nuité le plus voisin de c s'appelle le cercle de convergence de la 
série. 

1142. Si Ton a c= o, alors la série (3) représentera le dévelop- 
pement de la fonction J{z) suivant les puissances positives et 
entières de la variable z, et elle contiendra, comme cas particulier, 
la série de Maclaurin. 

Le cercle de convergence, qui aura pour centre Torigine, aura 
pour ra^'on le module de la plus petite racine de Téquation 
y(z) = Q0 , la fonction y( s) étant supposée uniforme à l'intérieur 
de ce cercle. 

1143. Le théorème de Cauchy fournit immédiatement la condi- 
tion pour qu'une fonction f{x) d'une variable réelle soit développable 
en série convergente suivant les puissances entières et positives de 
la différence x — c, ou de la variable x. On remplacera la variable 
réelle x par c 4- z ou par z, z étant une variable complexe, et l'on 
cherchera la racine de plus petit module de l'équation f[c -h z) = oo 
ouy(z) =: 00 . Le module de cette racine sera la limite supérieure 
des valeurs numériques de a: — c ou de x pour lesquelles le déve- 
loppement sera possible. 

Par exemple, si l'on considère la fonction 

traitée au n^ 353, la racine de moindre module de l'équation 

z e* — I 

= 00 , ou = o 



e^ — I 



est -8 = 2 711. Donc 2:1 est le rayon du cercle de convergence pour 
le développement de cette fonction suivant les puissances entières 
et positives de x. 
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Pour le développement analogue de la fonction — ^ — 9 on ver- 
rait, soit directement de la même manière, soit en s^appuyant sur 
les calculs du n° 353, que le cercle de convergence a pour rayon tt. 

Enfin, pour le développement de Thx ou de tangx, on trouve- 
rait pareillement que le cercle de convergence a pour rayon - • 11 
en est de même pour le développement de séc j:. 



1144. Supposons maintenant que Ton donne les* valeurs d'une 
fonctiony{2:) pour une suite continue de points formant un élé- 
ment superficiel ou linéaire, d'une grandeur finie et constante, 
aussi petite que l'on voudra, et soient c, c', d', ... des points de 
cet élément infiniment voisins. 

Si l'on suppose que la fonction y( 2) doive être monogène, sa 
dérivée en un point donné sera indépendante de la direction de 
l'accroissement infiniment petit de z, qui entre dans le rapport 
différentiel, et l'on pourra toujours supposer que les accroissements 
de z aient lieu sur l'élément considéré. On connaîtra dès lors, pour 
z = c, la valeur de la fonction y(c); puis, pour ce point et les 
points infiniment voisins, les valeurs de la dérivée première, 

/.M = „„/(^^, yv) = .i»^i^a. ■■■; 

puis les valeurs de la dérivée seconde, 



/"(c)=li™ZVhlZlll, ..., 



et ainsi de suite. En appliquant la formule (8), on obtiendra donc 
le développement de la fonction suivant les puissances de z — c, 
et, par suite, on connaîtra toutes les valeurs de la fonction à l'in- 
térieur du cercle de convergence C, décrit du centre c, avec un 
rayon déterminé par la connaissance du point de discontinuité le 
plus voisin de c que doive avoir la fonction. 

Prenons actuellement pour nouveau centre un point C| , intérieur 
au cercle C, mais aussi voisin que l'on voudra de la circonférence 
de ce cercle, et décrivons de ce centre c^ un nouveau cercle de con- 
vergence C|, qui comprendra, en général, des points du plan exté- 
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rieurs au cercle C. On obtiendra alors un nouveau développement 
suivant les puissances de z — C|, qui fera connaître toutes les va- 
leurs de la fonction pouf tous les points de Tintérieur de C|. 

En prenant, de même, pour troisième centre un point c^ inté- 
rieur à C| , on obtiendra un nouveau cercle de convergence Cs, qui 
comprendra une nouvelle portion du plan, et, au moyen du déve- 
loppement de la fonction suivant les puissances de z — Cj, on 
pourra calculer toutes les valeurs de la fonction à Tintérieur de Cs- 

En continuant de cette manière, on pourra embrasser dans Ten- 
semble de ces cercles tracés entre les points de discontinuité tous 
les points z du plan que l'on voudra, et alors, pour chacun de ces 
points, on aura un développement de la fonction donnée en série 
convergente. On aura même plusieurs développements pour les 
points qui seront intérieurs à la fois à plusieurs cercles de conver- 
gence. 

On voit par là que, si Ton connaît i° toutes les valeurs de la 
fonction aux divers points d'un élément quelconque, superficiel ou 
linéaire, 2° les positions des points de discontinuité de cette fonc- 
tion, et 3° si Ton impose à cette fonction la condition d'être mo- 
nogène et uniforme, cette fonction sera complètement déterminée 
dans toute l'étendue du plan. 

1145. Si la fonction y*(^) doit rester constante dans l'élément 
considéré, alors, pour deux points infiniment voisins c, c'de cet 
élément, on aura rigoureusement/^(c) =y(c'), et par suite 

^ ' c — c 

et de mêmey*'(c')==o, d'oùy^"(c) = o, et ainsi de suite. Si l'on 
prend maintenant le point c comme centre du cercle de conver- 
gence, la formule de développement (3) se réduira à 

quelque grand que soit /i, et, comme û/i est infiniment petit pour n 
infiniment grand, il en résulte que l'on a rigoureusement 

f[z] =/[c) = const. 
dans toute l'étendue du cercle de convergence. 
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En raisonnant maintenant comme dans le numéro précédent, 
on étendra successivement la démonstration à tous les points du 
plan. 

Donc une fonction uniforme et continue à Tîntérieur d'une aire 3i 
ne peut rester constante dans l'étendue d'un élément fini quel- 
conque, superficiel ou linéaire, aussi petit que l'on voudra, à moins 
que cette fonction ne se réduise à une constante dans toute l'étendue 
de l'aire. 

Il en résulte immédiatement que deux fonctions uniformes et 
continues ne peuvent être égales dans toute l'étendue d'un élé- 
ment fini sans l'être dans toute l'étendue de l'aire. 

Remarque. — Les zéros (et les infinis ) d'une fonction doivent 
être nécessairement isolés ; car, s'ils étaient infiniment rapprochés, 
ils formeraient un élément continu, sur lequel la fonction présen- 
terait une valeur constante, et l'on en conclurait alors, d'après ce 
qu'on vient de démontrer, que la fonction devrait rester constante 
dans toute l'étendue du plan. 

Un infini de première espèce ne peut être non plus à une dis- 
tance infiniment petite d'un zéro, car alors l'inverse de la fonction 
serait discontinu en ce point, aussi bien que la fonction elle-même, 
et l'inGni ne serait plus de première espèce. 

1146. Dans l'évaluation des intégrales qui représentent les 
coeflGcients ^2„ [1141], on peut substituer au contour du cercle 
de convergence celui d'un cercle de même centre et de rayon 
moindre, et la valeur d'un coefficient quelconque 






n'en sera pas altérée. On voit donc que cette intégrale est indé- 
pendante de la valeur du module R, tant que ce module n'atteint 
pas le rayon du cercle de convergence. 

1147. Tliéorème de Laurent, — Supposons maintenant que la 
fonctiony(;j) soit uniforme et continue dans l'espace annulaire 
renfermé entre les contours de deux aires 3, a, intérieurs l'un à 
l'autre. Si l'on parcourt les deux contours dans le sens direct 
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relativement aux deux aires 3 et • comprises dans l'intérieur de 
ces contours, le sens direct relativement à Taire a sera le sens 
rétrograde relativement au contour intérieur de Taire doublement 
connexe ;3t — », et Ton aura ainsi, pour Tin tégrale d'une fonction 
quelconque, 

Si donc z est un point de Taire annulaire H — a, on aura, au 
lieu de la formule (4) [1133J, la formule 



(4) 



•^^'^=ï^[X^^"X^] 



d'où, en difTérentlant par rapport à z [1135], 

1148. Supposons maintenant que les deux contours soient deux 
cercles de centre commun c et de rayons R et r. En faisant 
^ = c -4- Re'?, nous aurons identiquement 

= 27r/ [r7o -h «1 (« — c) -h . . H- fl„_, (s — c )"-* -4- n„], 

où Ton a posé 



5) { 

ft„ = : î7 1 c""' 1 -^ ■ 



— • I 

) 



Pour la seconde intégrale de la formule (4); on a identi- 
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quement 



Ç — s [z — cj 



(3 — c)"* (z — cy"[z 



— 1 



d'où, en faisant 
il vient 



Ç-c = re'>, ^=:/(^-c)^y, 



a 



^—•z 






011 Ton a posé 

h-*=^I •^^'''*"'''' 

(6) 

Le point z = c-\- r&P étant situé en dehors du cercle de rajon r, 
on a - <^ I, et l'on en conclut, comme on l'a déjà fait pour l'expres- 
sion de 12/1, que (s^m est infîniment petit pour m infiniment grand. 

Donc, si f[z) est une Jonction uniforme et continue dans 
Vaire comprise entre deux cercles de centre commun c et de 
rayons t et R, cette Jonction sera développable en une série 
coni^ergente, ordonnée suivant les puissances entières, positives et 
négatives, de la différence z — c, et dans laquelle le coefficient 
a±k de la puissance [z — c)-* est déterminé par les formules (5) 
et [6), 

Remarquons que l'on peut réduire à une seule les formules qui 
donnent les coefficients d'indices positifs et ceux d'indices néga- 

tI — -— n4T reste la même, quel que soit 

i^ "" ^) 
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le contour fermé (tracé à Tiiitérieur de Faire 3 — «et n*enloiiraiit 
qu^ane seule fois le cercle «y le long duquel on prenne cette 
intégrale. On peut donc la prendre indîSeremment soît le long 
du cercle ex teneur , soit le long du cercle intérieur, soit le long 
d^un cercle intermédiaire quelconque de rajon p^t et <Z^' 
D*après cela, dans les valeurs 5 ; et > 6y de a^ et de a-^j on pourra 
remplacer R et r par p, et Ton aura, pour toute valeur positive, 
nulle ou négative de Tindice Ar, 



1 r^^ 

= / fe-i- oe'r e-'^'^if9. 



1140. Si la fonction y*(z) est uniforme et continue en tout 
point du cercle intérieur a, on pourra diminuer autant que Ton 
voudra le ravon de ce cercle sans qu'il s'introduise un infini dans 
la partie annulaire, et alors le point z pourra toujours être consi- 

déré comme extérieur à ce cercle. Donc la fonction - — '— de la 

? — a 

variable '^ sera uniforme et continue en tout point de Taire «, et, 
par suite, Tintégrale I — '^ ' — "- sera nulle. Avec cette intégrale s'é- 

vanouira la partie du développement qui contient les puissances 
négatives de ^ — c, et Ton retombera sur le théorème de Cauchy. 
Si Ton suppose, au contraire, la fonctiony*(z) uniforme et con- 
tinue pour tous les points en dehors du cercle extérieur, on pourra 
donner au rayon R de ce cercle une valeur infiniment grande. 
Mais alors, dans rexpressîon de Q*,i donnée par la formule (5), 
f{X) convergeant vers une valeur nulle ou finie, l'intégrale 

ne deviendra pas Infinie, tandis que le facteur( — j tendra vers 

zéro, quel que soit n. Donc, à la limite, A/i sera nul, et il le sera, 
en particulier, pour n= i. La partie de la série correspondante 
aux puissances positives de z — c se réduira à son premier terme 
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lequel s'annulera lui-même siy(oo ) = o. Alors le développement 
ne contiendra que des puissances négatives de z — c. 

Exemple. — Considérons la fonction 



(« — ^i)l» — ^î) 



où Ton suppose le module de C| moindre que celui de C2. Si Ton 
décrit deux cercles C,, Co, ayant pour centre Torigine et passant 
par les points C| et C29 f{z) sera uniforme et continue dans 
rintérieur du cercle C,. Donc, pour toute valeur de z intérieure à 
ce cercle,y(z) sera développable en une série ordonnée suivant 
les puissances positives de z. 

Dans rintervalle des deux cercles, la fonction sera développable, 
par le théorème de Laurent, en une série contenant à la fois des 
puissances positives et des puissances négatives de z. 

Enfin, pour une valeur de z extérieure au cercle €29 la fonction 
f{z) sera uniforme et continue, quelque grand que soit le module 
de z. Le développement ne contiendra donc plus que des puis- 
sances négatives de z, le terme constant étant nul, puisquey*(QO ) 
est égal à zéro. 

1150. Le théorème de Laurent est un cas particulier d'une 
formule plus générale. 

Soient Cf, C2, . . ., c^^ les points de discontinuité de la fonction 
uniforme y(z) renfermés dans Faire 51, et supposons que Ton ait 
tracé dans cette aire un cercle €, de centre quelconque c, qui 
renferme dans son intérieur tous ces points de discontinuité. 
Décrivons, de plus, de ces points comme centres, des cercles C| , 
(E29 "'7 ^(19 assez petits pour être tous extérieurs les uns aux 
autres et intérieurs au cercle €. 

La fonction y (z) sera uniforme et continue dans tout l'espace 

6 = <î — (€1 4- €, 4- . . . -t- Cj,) 



compris entre tous ces cercles, et, si z est un point quelconque de 
cet espace B, il viendra 

H. — Cours de Calcul in fin,, III. 19 
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Or on aura, comme aa n^ 1147, 

De plus^ dans / , le module de ^ — c étant plus grand que 
celui de z — c, on en conclura, comme au n*^ 1140, 

n^ étant infiniment petit pour n infini, et chaque coefficient 
^A étant donné par la formule 

Dans / , au contraire, le module de T^ — Ch étant plus petit 
que celui de z — c^, on en conclura, comme au n° 1148, 






"» I 



C()|,| étant infiniment petit pour m infini, et chaque coefficient 
af^ étant donné par la formule 

Comme on peut prendre les rayons des cercles <a aussi petits 
que Ton voudra, il s'ensuit que, pour tout point z pris à l'inté- 
rieur du cercle € et autre ' que les points de discontinuité, on 
pourra développer la fonction y(z) en une série convergente, 
ordonnée suivant les puissances entières et positives de la difié- 
rence z — c et suivant les puissances entières et négatives des 
différences 



'il 3 ^î> • • • > * — ^1*1 
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de sorte que Ton obtiendra un développement de la forme 



^ d^\ [z - tv)-^ 4- a'^\ [z - c^)-* -h . . . . 



1151. Les théorèmes précédents peuvent s'étendre aux fonc- 
tions de plusieurs variables. 

Soit une fonction y(z,^') des deux variables complexes z, z\ 
qui soit uniforme et continue par rapport à chacune de ces 
variables dans Tintérleur d'une aire ^ . En appliquant la formule 
du n° 1133, on aura d'abord 






On a d'ailleurs, par la même formule, 



Donc 






On étendrait de même la formule au cas d'un nombre quel- 
conque de variables. 

On en tirerait ensuite la généralisation du théorème de Taylor 
pour le cas de plusieurs variables. 

§ VI. 

ÉTUDE d'une fonction UNIFORME DANS LE TOISINAGE DES POINTS 

OU ELLE DEVIENT NULLE OU INFINIE. 

1152. Indice d'une fonction en un point donné, — Nous avons 
vu que toute fonction y*(x), uniforme et continue dans l'intérieur 
d'une aire 3, peut se mettre sous la forme 

/(s) = «o-f- ^, (3 — c) 4- . . . -h <?,,_, [z — c)"-* -f- a ,, 

c étant un point quelconque de cette aire, et les coefficients a^j 

'9- 



Sig^ LIVRE VI. — CHAP. I, § VI. 

ainsi que le terme complémentaire il„, étant déterminés par les 
formules du n® lliO. 

Si Ton suppose que le point c soit un zéro de la fonction, alors 
le premier terme ao=f[c) du développement s'annulera, et il 
pourra en être de même pour un ou plusieurs des coeHicients consé- 
cutifs suivants a^^a^j .... Mais il y aura nécessairement quelqu'un 
de ces coefficients qui diflérera de zéro, sans quoiy(^), se rédui- 
sant à Q^nj serait infiniment petite pour n infiniment grand, et par 
suite devrait être rigoureusement nulle dans toute Tétendue de 
Taire 3. 

Soit Um = y^^'"^^) le premier coefficient du développe- 
ment qui ne s'annule pas. La valeur àe f[z) pourra s'écrire sous 
l'une ou l'autre des deux formes 

d'où l'on tire 

[z-c)"' 2>r/ J;ji(i:-c]"'(Ç-z)' 






La première de ces deux expressions montre que la valeur du 

rapport r-^ ■— est finie, quel que soit le point z pris dans l'in- 

[z — cy"' 

térieur de l'aire 3 . La seconde montre que celte même valeur se 
réduit à am pour ^ = c, et par suite qu'elle ne s'annule pas au 
point c. 

Donc, sif[z) est une fonction uniforme et continue dans l'in- 
térieur de l'aire 3, et ne s' annulant qu'au seul point c de cette 
aire, il existera toujours un nombre m, entier et positif, tel que 

la limite du rapport \^^ y pour z = c, sera finie et différente 

de zéro. 



Il s'ensuit de là que la fonction 

(8 — c)"* 



=-S{^) 
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sera uniforme, continue et différente de zéro pour tous les points 
de l'aire ^. 

Cet exposant m, qui est l'indice de la première des dérivées 
f\^)y f"[z)y ' ' * qui ne s'annule pas au point c, s'appelle V indice 
de la fonction y*(z) au point c. Cet indice exprime l'ordre infini- 
tésimal de /[z) pour z — c infiniment petit du premier ordre. 

D'après cela, la fonction f{z) pourra toujours se mettre sous la 
forme 

f[z]={z-^cy-g(z), 

g{z) étant une fonction de z, uniforme, continue et diflférente de 
zéro dans toute l'étendue de l'aire 3. 

1 153. Supposons maintenant que la fonction f{z) soit uniforme, 
continue et différente de zéro dans toute l'étendue de l'aire 3, 

excepté au point c, où elle devient infinie. La fonction -77—7 sera 

uniforme, continue et différente de zéro dans toute l'étendue de 
l'aire ;H, sauf au point c, où elle s'annulera. Donc, en vertu de ce 
qui vient d'être dit, on pourra poser 

gi{z) étant une fonction uniforme, continue et différente de zéro 
dans toute l'étendue de l'aire Z, et n un nombre entier et positif. 
Or l'inverse de gi[z), 

jouit évidemment des mêmes propriétés que gi{z). ï)oncJ{z), 
qui a un infini en c, pourra se mettre sous la forme 

/{z] = [z-c)-»g{z], 

g{z) désignant une fonction uniforme, continue et différente de 
zéro dans toute l'étendue de l'aire Zf et n étant un nombre entier 
et positif. 

Enfin, si/(z) n'a ni zéro ni infini dans l'intérieur de l'aire ;2l, on 
pourra, par analogie, la mettre sous la forme 

/{z) = {z-c)Os{z), 

g{z) étant une fonction de même nature que précédemment. 
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Donc enfin, si une Jonction /(z), uniforme dans toute l'éten- 
due de l'aire 3i, est en même temps continue et différente de zéro 
dans toute cette étendue, sauf peut-être au seul point c, où elle 
pourra devenir nulle ou infinie, on pourra mettre toujours cette 
fonction sous la forme 

g{z) étant une fonction uniforme, continue et différente de zéro 
dans toute l'étendue de l'aire ;3l, et m un nombre entier, positif 
nul ou négatif, exprimant l'ordre infinitésimal [lii&] de la fonc- 
tion f{z) dans le voisinage du point c. Ce nombre m s'appellera, 
dans tous les cas, Vindice de la fonction y*(^) au point c. 

1154. De Téquation (i) on tire 

(a) /'(*) = ('- c)»-[(î-c)^'(z) + my(z)]. 

et, comme g:' (z) est finie et continue dans loute Tétendue de ^ 
[1136], l'expression entre crochets dans le second membre de (2) 
sera finie et continue dans toute l'étendue de 3if et différente de 
zéro pour z=c. Donc Tordre infinitésimal def{z) en c est égal 
km — I . Par conséquent, l'indice de la dérivée d'une fonction 
nulle ou infinie pour z = c est égal à l'indice de la fonction, 
diminué d'une unité. 

Cette règle ne s'appliquerait plus au cas de m = o. 

Il résulte de là que, si une fonction uniforme est infinie en un 
point Cf toutes ses dérivées sont infinies en ce même point [383]. 

1155. Connaissant les indices de plusieurs fonctionsy*!, fy • • • , 
on pourra trouver aisément l'indice d'une fonction rationnelle 
quelconque de ces fonctions, laquelle sera formée au moyen des 
trois opérations d'addition (comprenant la soustraction), de mul- 
tiplication et de division. 

Soient mi , m^ les indices, relatifs au point c, des deux fonctions 

fjf^f continues et différentes de zéro en tout autre point de 

l'aire 3, et soient ai, ^2 deux constantes qui ne sont ni nulles ni 

infinies. La fonction 

F = aj^ 4- aj^ 

pourra, suivant ce que nous venons de voir, se mettre sous la 
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forme 

F = «,(a — c)"»!^! -h fl,(z — c)'«.5^„ 

gi 9 §2 étant deux fonctions continues et différentes de zéro en 
tout point de Taire 3i. 

Soit maintenant /x un nombre entier et fini quelconque, tel 
qu'aucune des deux sommes jji -h m^ , y-hm^ ne soit négative. En 
multipliant les deux membres de l'égalité précédente par [z — c)»*, 
il vient 

Chacun des deux termes du second membre étant une fonction 
uniforme et continue dans le voisinage du point c, il en sera 
de même du premier membre 

« 
Or ce produit est lui-même d'un certain ordre v, de sorte que 

l'on a, V étant entier et G désignant une fonction uniforme, con- 
tinue et différente de zéro, 

(z — c)'*F = (« — c)^G. 

Donc 

F = (2 — cj^^G, 

et, par suite, F est une quantité de l'ordre entier, positif, nul ou 
négatif, v — u. 

La fonction F, si v — |x]>o, ou son inverse -j si v — p.<C^> 

F 

sera continue dans le voisinage de c. Donc le point c est un infini 

de l'une des deux fonctions F, r-o et l'autre sera alors finie et con- 

F 

tinue dans le voisinage de c. Donc la fonction F sera continue, ou 
du moins elle n'aura que des infinis de première espèce. 

F pourrait s'annuler en d'autres points de 2i que le point c. On 
dirait alors pour ces points ce qu'on vient de dire pour le point c. 
Les zéros de F, autres que le point c, seront nécessairement isolés 
les uns des autres, comme cela résulte de ce que nous avons vu au 
n® 1144, à moins que la fonction F ne se réduise identiquement à 
zéro. 
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1156. Les fonctions 

Jt 
pourront s^écrire sous la forme 






ël 



g\ •g2 et ^ étant des fonctions uniformes, continues et différentes 

de zéro en tout point de 3iy (f et y^ auront au point c pour indices 
respectifs m, 4- ma et rrit — mj. En tout autre point de ^, 9 et ;{ 
seront continues et différentes de zéro. Ces fonctions présenteront 
donc le même caractère que/i et y,, savoir, d'être uniformes et 
continues dans toute Tétendue de 3, à l'exception du point c, où 
elles peuvent avoir un infini. 

Plus généralement, si Ton considère une fonction de la forme 

les fonctions 

fit /îi • • • > //> ?n fîi ' ' '1 ?k 

ayant au point c les indices respectifs 

/w,, m,, ..., mj, ^1, p,, ..., fij>.y 

l'indice, au même point, de la fonction proposée sera 

Le caractère des fonctions uniformes, continues et difi*érentes 
de zéro, à l'exception d'un nombre limite de zéros et d'infinis 
isolés, ne se perd donc pas, lorsque l'on combine les fonctions par 
addition (ou soustraction), multiplication et division, de manière 
à en former une fonction rationnelle quelconque. 
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§ VIL 

DÉVELOPPEMENT EN SÉRIE d'uNE FONCTION UNIFORME 
EN TOUT POINT d'uNE AIRE DONNÉE y À l'eXCEPTION d'uN NOMBRE 

LIMITÉ d'infinis DE PREMIÈRE ESPECE. 

1157. Soient Cif Co, • . . , ca des points isolés, pris à l'intérieur 
de l'aire 3, et mi, m^, . . . , m^ des indices positifs quelconques. 
La fonction 

(i) F = (3-c,)'".(«-c,]-....(z-c^.)'"* 

sera uniforme et continue en tout point de ;2t et ne s'annulera qu'aux 
points Ci, C2y ' ' -, Ca. Elle n'aura donc aucun infini, mais seulement 
des zéros isolés en ces points c. Donc l'indice de cette fonction 
sera positif aux points c, nul dans tout le reste de Taire. 
Si l'on pose 

il est clair que G sera une fonction uniforme et continue dans toute 
l'aire 3i, et qui ne s'annulera pas au point Cf. Donc thi sera l'in- 
dice de F au point C| . Pareillement, m^, . . . , m^ seront les indices 
de F aux autres points zéros C3, . . . , c^. 

Soit maintenant y =y(z) une fonction quelconque, uniforme 
dans toute l'étendue de 3, et continue dans la même étendue, 
excepté aux k points c^ , C2 , . . . , c^, où elle devient infinie. Les indices 
de /'en ces points seront des entiers négatifs 

— /Il, — /ij, ..., — /ijf 

En tout autre point de 3, l'indice de/* sera nul ou positif. 
Si l'on considère le produit 

de la fonction y* par la fonction pré cédente F, ce produit sera uni- 
forme et continu en tout point de ^ autre que les points c. En un 
pointe, l'indice de ce produit sera m — n] en tout autre point, 
l'indice de g sera égal à celui de y*, et par suite nul ou positif. 

Si donc on prend les indices mi, ms, . . . , mjt respectivement 
égaux à /Z|,Rs, . . ., TiA, les indices du produit g aux points C|, 



agS LIVRE VI. — CHAP. I, § VII. 

c,, . ' . ,Cf( seront tous nuls, et, partant, la fonction g sera finie et 
continue en ces points c, comme en tout autre point de l'aire 3. 

Donc, si la Jonction J* est discontinue seulement aux points 
C| , C2, . . . , Ck-^et que les indices correspondants à ces points soient 
— /ii , — «2, . . . , — /iA> le produit 

sera une /onction uniforme et continue dans l'étendue entière de 
l'aire 3. 

On pourra, par conséquent, développer cette fonction, par le 
théorème de Cauchy, dans l'intérieur d'un cercle tracé dans 3 
autour d'un centre quelconque 7, et l'on aura ainsi 

^(2)=ao4-fl,(3--v)-+-^ï(2--7)*-i-' ••» 
en posant 



(Jz 



On a, par conséquent, dans l'intérieur du même cercle, 

1158. En particulier, s'il n'y a qu'un seul point c, en prenant 
ce point pour y, on aura 



d'où l'on tire 



^ 7.1: i J 2^ [z — cy-^^ i,!i,.J 



«0 «/i-l 



On a ainsi le développement de la fonction ^^(2) suivant les puis- 
sances entières, négatives et positives, de ^ — c. 

On tire de là immédiatement l'expression du résidu de la fonc- 
tion y(z) pour le point c. On a, en effet, d'après ce que nous 
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avons vu [H31], 



7,1(1 J/ ^ ' I.2...(/I— I 



J 



li^^"-*[«"/(^ + «l 



DoDC, sif[z) est une fonction uniforme dans le voisinage du 
point de discontinuité c, et que — nsoit l'indice de la fonction 
en ce point, le résidu de la fonction relatif au point c sera donné 
par la formule 

27r/ J/^ ^ .=„ [n-i]\ 

il59. Soity(x) une fonction finie et continue en tout point du 
plan situé à distance finie de l'origine ou, si nous employons la 
représentation sur la sphère [HH], en tout point de la sphère autre 
que le point O'. Partageons la sphère en deux calottes 3, ^\ dont 
Tune contienne O et l'autre O', et transportons les points de la 
calotte inférieure J2l' sur le plan antipode. 

La fonction y (^) = /( -j-j = ^(z') sera fiflie et continue pour 

toute valeur de z', excepté ^ = o. Soit — n l'indice de cette fonc- 
tion pour z^ = o. On pourra, d'après ce que nous avons vu, dé- 
velopper la fonction z'"^[z^), uniforme et continue dans toute 
l'étendue de l'aire ^', en série ordonnée suivant les puissances 
positives de z', et poser 

Oa étant une fonction finie et continue dans toute l'étendue de 
l'aire ^'. Donc 

? (^ ) = T;: -»- -^ii^i -h- • -4- -^ 4- n„, 

d'où, en remplaçant -z' par-» 9(2') pary*(z), 

z 

formule vraie dans toute l'étendue de l'aire 2!, 
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Or la fonction n„ est finie et continue sur toute la calotte 2!\ 
elle Test évidemment aussi sur toute la calotte J2l. Donc elle Test 
sur toute la sphère, et, par conséquent [H37], elle se réduitàune 
constante a/|. On a donc 

Donc une fonction uniforme qui ne devient infinie que pour z 
infini et qui pour toute autre valeur de z reste finie et continue est 
une fonction rationnelle et entière de r, dont le degré est égal à 
l'indice du point ^ = oo . 

1160. Supposons maintenant que la fonctiony*( z ) ait des infinis 
Ci, C2y "'fCf( autres que le point de Tinfini O^. Partageons, comme 
précédemment, la sphère en deux calottes, contenant l'une tous 
les points c, l'autre le point O', qu'il soit ou non un infini. 

Suivant ce qui a été établi [1157], la fonction pourra se mettre 
sous la forme 

/2i, /22, . . . , Hx- étant les indices des points C| , C2, ... 1 ca> de sorte 
que la fonction 

sera uniforme et continue dans toute l'étendue de la calotte supé- 
rieure. 

Elle sera également uniforme et continue en tout point de la 
calotte inférieure, excepté peut-être au point O'. Donc, d'après 
le numéro précédent, cette quantité F (z) sera une fonction ration- 
nelle et entière de z, d'un degré n marqué par son indice au 
point O', et par suite delà forme 

Donc la fonction proposéey(z) sera delà forme 

<?„z'* 4- a„^i s"-* H- . . . -h //<> 

le numérateur se réduisant à une constante, si la fonction F( s) est 
finie en O'. 
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Donc toute fonction uniforme et continue dans toute l'étendue 
de la sphère, à l'exception d 'un nombre limité d 'infinis de première 
espèce, est une fonction rationnelle, 

H 61. Soient C|, Ca, -- ., Cf^ tous les points où la fonction y (z) 
devient nulle ou inCnie sur le plan horizontal ; 7i| , ;z2, . . . , tia leurs 
indices, positifs ou négatifs. La fonction 



(8-C,)''.(z — C,)"....(3— Cx.)"« 



ne pourra devenir nulle ou infinie en aucun point du plan. Donc 
tille se réduira à une constante A [1137], et, par conséquent, 

Donc une fonction uniforme et continue dans toute l'étendue 
de la sphère, à l'exception d'un nombre limité d'infinis de pre- 
mière espèce, est connue, à un facteur constant près, dès que l'on 
donne ses zéros et ses infinis avec leurs indices respectifs. 

Expression de l'indice d'une fonction sons la forme d'un résida. 

il62. Soit /(z) une fonction uniforme, continue et difTérente 
de zéro en tout point de Taire 3, excepté au point c. 

Si m est l'indice àef[z) au point c, et que Ton mette y*(z) sous 
la forme [H53] 

la fonction g et sa valeur réciproque - seront Tune et l'autre uni- 
formes et continués en tout point de Taire ^, Il en sera de même 
de la dérivée ^[z] et du rapport ■ ■ Donc Tintégrale 

Jz si') ' 

prise autour d'une aire qui ne renferme aucun zéro ni aucun infini 
de la fonction à intégrer, sera nulle. En remplaçant maintenant 
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g{z) par sa valeur ^ j£-^> on a 
c'est-à-dire 



z — c 



Or rintégrale / a pour valeur a Tri. Donc la formule précé- 

j^z — c 



dente donne 



m 






Donc l'indice d' une fonction f en un point c est égal au résidu 

flz) 

de la dérivée logarithmique de cette Jonction, ' ' = Dxlog/[z)y 
relatif au point c. 

1163. Si, au lieu d'un seul zéro ou inGni c, Taire 3 en contient 
plusieurs Ci, Co^ . . • . la somme algébrique des indices de la fonc- 
liony(z) en ces points sera égale à la somme des résidus de la 

f(z] 
fonction ^^Tp-y relatifs à ces mêmes points, c'est-à-dire [1132] au 

résidu intégral de cette même fonction relatif à l'aire 3. On a donc, 
pour la valeur de cette somme d'indices. 



/72l -i- /Wj -f . . . = — : / 






Cette somme, dans laquelle on peut comprendre tous les indices, 
égaux à zéro, des points de l'aire JH qui ne sont ni des zéros, ni 
des infinis àefi^z)^ s'appelle V indice intégral de la fonction y (z) 
relatif à l'aire <2l. 

1164. Si c est une racine multiple de l'une des deux équations 
l'indice m de la fonction y(^) au point c représentera le degré de 
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multiplicité de cette racine, pris positivement ou négativement, 

suivant celle des deux équations à laquelle appartiendra la racine. 

En comptant donc une racine pour autant d'unités, positives ou 

négatives, qu'il y en a dans son degré de multiplicité, on voit que 

rindice intégral 

M = W| 4- //!• -h . . . 

relatif à l'aire ^ représente l'excès du nombre des racines de l'é- 
quation y( z )= o comprises dans l'aire ^ sur le nombre des 
racines de l'équation ^(z) = oo comprises dans la môme aire, en 
d'autres termes, l'excès du nombre des zéros sur le nombre des 
infinis de la fonction y*(z) dans l'intérieur de l'aire 3i. 

1 J65. Si l'on suppose que l'aire 3i contienne un certain nombre 
de zéros et d'infinis c^yC^, • . . de la fonction f{z), dont les indices 
respectifs soient /Z|, /Zo? • • • ? 6t que l'on applique à la fonction la 
transformation par rayons réciproques du n" 1114, l'aire Z', qui a 
pour contour la courbe transformée du contour de 3i, contiendra 

tous les autres zéros et infinis deyf -^ j z=zf[z) (y compris, s'il y 

a lieu, z'= o ou z = 00 ), c, , Cjj, . . . , d'indices respectifs n^^n.^, 

Les indices intégraux des aires ^ et 2! ont pour valeurs 

Mais, l'argument de -2^= -e~^P étant de signe contraire à l'ar- 
gument de Zy z' parcourra le contour de 2! dans le sens rétrograde, 
tandis que z parcourra celui de ^ dans le sens direct. Donc les 

deux intégrales / -79 / -^ sont égales et de signes contraires, et 
leur somme est nulle, c'est-à-dire que l'on a 

/î| -h /ïj-|- . . . -h /Ij-T- /I^H- . . . ri-z O. 

Donc, sif[z) est une fonction uniforme dans toute l'étendue 
du plan, la somme des indices de la fonction pour tous les points 
du plan est nulle. 



uniforme ett é;:al am nftmhre total dfi t^a ùiytls^ en, zimijcinc 
ffi/i/fn^ z^o ou fJujr^iM/t ÎA ^.ni tuU/iAl defjif f :&'*/ « « t iscz^is i^cii- 
ton in4'u.^. 

l'ofjf z =^ 3C , 1^ y^iV^u'^XT.^, deMf:Tï4n Inîlnînient zr^jai fr? 1 iiriz^Tt, 

lef indicé* v^nl Duh ou po'îilils. La $omm4» de ce? îni!-:»»^ p^i-îL".^ 
t\f:MêUlf:iffz /n, !#: f^Ayn^^tiàfr, é^^lé â Zifro, admeUra donc '^niiii'f*- 
fzyrith'^ ou \u*:'j:'A^a, c,ft qui donne encore one dcmoiLstrii^ra ix 
xUnorhfit^ fond^menUl de la théorie des éqa^lîoas. 
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